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Álgebra Básica. Departamento de Álgebra. http://www.departamento.us.es/da

Tema 1. Lenguaje y Mateḿaticas.
Conjuntos.

Antes de comenzar decir que supondremos que todos sabemos qué son los ńumeros (na-
turales, enteros, racionales y reales), y que conocemos laspropiedades elementales de la
suma y el producto de números (asociativa, conmutativa, distributiva,..) La notación que
usaremos a lo largo del curso será:

• Los ńumeros naturales,N.

• Los ńumeros enteros,Z.

• Los ńumeros racionales,Q.

• Los ńumeros reales,R.

1.1. Introducción a la lógica proposicional.

En este tema trataremos de desarrollar el uso del lenguaje enel contexto de las
mateḿaticas. A lo largo del mismo, por unaproposicíon o sentencia ĺogica entendere-
mos una declaración que puede ser verdadera o falsa. Por ejemplo:

1) Hoy es lunes.
2) 3 es mayor que 7.
3) He nacido en Sevilla.

En los tres ejemplos es claro (aunque el 3 sea más complicado comprobarlo) que la
declaracíon correspondiente es verdadera o falsa.Ésta es la caracterı́stica fundamental de
las proposiciones. La siguiente declaración (paradoja) “esta frase es falsa” no puede ser
ni verdadera ni falsa, por tanto no la consideraremos como proposicíon.

Otros ejemplos de declaraciones que no son proposiciones son:

1) El color azul es bonito.
2) n es un ńumero par.
3) ¿Quíen ha llegado?
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Consideremos el conjuntoP de todas la proposiciones posibles. Este conjunto está
dividido en dos partes: las proposiciones que son verdaderas y las proposiciones que son
falsas. Lo que pretendemos ver ahora es cómo podemos combinar proposiciones para
obtener otras nuevas y, además, estudiar ćomo se traduce la veracidad o falsedad de las
proposiciones combinadas en la proposición resultante. Generalmente usaremos las letras
p, q, r, ... para representar las proposiciones. Por ejemplo

p : Hoy es lunes.

Definición (Negacíon).– Dada una proposición p, definimos la proposición ¬p (no p)
como la proposicíon que es falsa cuandop es verdadera, y verdadera sip es falsa.

Esta definicíon se puede ilustrar en sutabla de verdad. Una tabla de verdad es la
relacíon exhaustiva de todos los casos posibles de veracidad y falsedad que pueden darse
en cada elemento de una proposición.

p ¬p
V F
F V

Definición (Conjunción).–Dadas dos proposicionesp y q, definimosp ∧ q (p y q) como
la proposicíon que es verdadera sólo cuando ambas,p y q, son verdaderas. Su tabla de
verdad es:

p q p ∧ q
V V V
V F F
F V F
F F F

Definición (Disyunción).–Dadas dos proposicionesp y q, definimos la proposiciónp∨ q
(p o q) como aqúella que es verdadera cuando una o ambas proposiciones son verdaderas.
Su tabla de verdad es:

p q p ∨ q
V V V
V F V
F V V
F F F

Definición (Implicación).– Dadas dos proposicionesp y q, definimos la proposición
p → q (p implica q) como la proposicíon que es falsa cuandop es verdadera yq falsa, y
verdadera en los deḿas casos. Llamaremos ap la hipótesis y aq la conclusíon. Su tabla
de verdad es:

p q p→ q
V V V
V F F
F V V
F F V

Ya podemos construir numerosos ejemplos de proposiciones,y sus tablas de verdad.
Por ejemplo, la tabla de verdad de la proposición¬p ∨ q es
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Álgebra Básica. Departamento de Álgebra. http://www.departamento.us.es/da

p q ¬p ∨ q
V V V
V F F
F V V
F F V

Otro ejemplo algo ḿas complicado: la tabla de verdad de(p ∧ q) → r

p q r p ∧ q (p ∧ q) → r
V V V V V
V V F V F
V F V F V
V F F F V
F V V F V
F V F F V
F F V F V
F F F F V

Se observa que las tablas de verdad de la implicación y del primer ejemplo coinciden.

Definición.– Diremos que dos proposiciones sonlógicamente equivalentessi tienen la
misma tabla de verdad.

Ejemplos.–Los siguientes pares de proposiciones son lógicamente equivalentes:

a)p ∨ (q ∧ r), (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) (propiedad distributiva)
b) p ∨ (q ∨ r), (p ∨ q) ∨ r (propiedad asociativa)

Definición.–Diremos que una proposición es una tautologı́a si los valores de su tabla de
verdad son todos verdaderos.

Por ejemplop ∨ ¬p. La negacíon de una tautologı́a se denomina contradicción. Es
decir, una contradicción es una proposición en cuya tabla de verdad sólo aparece el valor
falso. Por ejemplop ∧ ¬p.

Definición.–Dadas dos proposicionesp y q definimos la proposición p ↔ q (p śı y sólo
si q) como la proposicíon que es verdadera cuandop y q son ambas verdaderasó ambas
falsas.

Su tabla de verdad es:

p q p↔ q
V V V
V F F
F V F
F F V

Con esta definición se puede comprobar que dos proposicionesp y q son ĺogicamente
equivalentes (⇐⇒) si la proposicíonp↔ q es una tautoloǵıa.

Para terminar esta sección veamos ćomo act́ua la negacíon sobre∨, ∧ y → . Es un
fácil ejercicio comprobar que:
1)¬(p ∨ q) ⇐⇒ ¬p ∧ ¬q.
2)¬(p ∧ q) ⇐⇒ ¬p ∨ ¬q.
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Estas propiedades se conocen con el nombre de las leyes de DeMorgan. Para ver ćomo
act́ua la negacíon sobre→ basta tener en cuenta quep → q ⇔ ¬p ∨ q, y aplicando las
leyes de DeMorgan, tenemos que:

¬(p→ q) ⇐⇒ ¬(¬p ∨ q) ⇐⇒ (¬¬p) ∧ ¬q ⇐⇒ p ∧ ¬q

1.2. Conjuntos. Operaciones b́asicas.

Definición.– Llamaremosconjunto a una coleccíon de objetos que comparten una
propiedad. Para que un conjunto esté bien definido debe ser posible discernir si un objeto
arbitrario est́a o no eńel.

Los conjuntos pueden definirse de manera explı́cita, citando todos sus elementos entre
llaves, por ejemplo

A = {1, 2, 3, 4, 5},
o de manera implı́cita, dando una (o varias) caracterı́stica(s) que determine(n) si un objeto
dado est́a o no en el conjunto, por ejemplo

A = {x | x es un ńumero natural par},

que se leeŕa: “A es el conjunto formado por losx tales quex es un ńumero natural
par”. Estaúltima opcíon (la definicíon impĺıcita) es obviamente imprescindible cuando el
conjunto en cuestión tiene una cantidad infinita de elementos.

Notación.–Los conjuntos se notarán con letras maýusculas:A,B,... y los elementos con
minúsculas, en general. Si el elementoa pertenece al conjuntoA escribiremosa ∈ A. En
caso contrario escribiremosa /∈ A.

Observacíon.–En ocasiones hay que considerar varios conjuntos en pie de igualdad. En
estos casos es frecuente denotar los distintos conjuntos con la misma letra y un subı́ndice
que los diferencia. Los subı́ndices pueden ser finitos y concretos, por ejemplo,

X1, X2, X3, X4, X5;

finitos pero en cantidad desconocida,

X1, X2, ..., Xn, n ∈ N,

o arbitrarios; un ejemplo de esto serı́a considerar

{Ai}i∈I ,

que se leerı́a: la familia de conjuntosAi dondei pertenece aI. Aqúı I es el conjunto de
sub́ındices que puede o no ser finito (por ejemploI podŕıa ser todoN).

Definición.– Un conjunto que carece de elementos se denomina elconjunto vaćıo y se
denota por∅. Un conjunto con uńunico elemento se denomina unitario.

Notemos que, siX = {x} es un conjunto unitario, debemos distinguir entre el con-
juntoX y el elementox.

7
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Definición.–Dados dos conjuntosA y B, si todo elemento deA es a su vez elemento de
B diremos queA es unsubconjuntodeB y lo notaremosA ⊂ B. En caso contrario se
notaŕaA 6⊂ B.

Proposición.– SeanA, B y C tres conjuntos cualesquiera. Se tienen las siguientes
propiedades:

(a) A ⊂ A, ∅ ⊂ A.

(b) SiA ⊂ B y B ⊂ A, entoncesA = B.

(c) SiA ⊂ B y B ⊂ C, entoncesA ⊂ C.

Demostracíon.–La primera propiedad se sigue directamente de la definición.

Para probar (b), fijémonos en que dos conjuntos son iguales si tienen exactamente los
mismos elementos. Pero esto es tanto como decir que todos loselementos deA est́an en
B, y viceversa; eso es queA ⊂ B y B ⊂ A.

La demostracíon de (c) se sigue de la definición de subconjunto: todo elemento deA
est́a enB, por serA ⊂ B y, dado que es elemento deB, est́a enC por serB ⊂ C. Aśı
todo elemento deA est́a enC y hemos finalizado. Q.E .D.

Definición.– Dado dos conjuntosA ⊂ X se define elcomplementariodeA enX (o
simplemente el complementario deA, si el conjuntoX no se presta a confusión) como

X \ A = {x | x ∈ X, x /∈ A},

esto es, el conjunto de elementos deX que no est́an enA. Otras notaciones que se pueden
encontrar paraX \ A (dondeX se obvia) sonA o cA.

Observacíon.–DadosA ⊂ X, se dan las siguientes igualdades:

∅ = X, X = ∅, A = A.

Nos detendremos solamente en la tercera de las anteriores propiedades. En efecto, por
definición

A = {x | x ∈ X, x /∈ A},
pero para unx ∈ X, x /∈ A si y śolo si x ∈ A, por tanto los elementos deA son
precisamente los deA.

Notación.– CuandoA es un conjunto finito, el ńumero de elementos deA se denomina
cardinal deA y se notaŕa ♯(A).

Definición.–Dados dos conjuntosA yB se define launióndeA yB, notadoA∪B como
el conjunto formado por aquéllos elementos que pertenecen al menos a uno de los dos
conjuntos,A óB.

Se definen de forma equivalente la unión de una cantidad finita de conjuntos
A1, ..., An, que denotaremos

A1 ∪ ... ∪ An =
n⋃

i=1

Ai,

8
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y la unión de una familia arbitrariamente grande de conjuntos{Ai}i∈I , que denotaremos
⋃

i∈I

Ai.

Proposición.– La unión de conjuntos verifica las siguientes propiedades, para cua-
lesquiera conjuntosA,B y C:

(a) Conmutativa:A ∪B = B ∪ A.

(b) Asociativa:(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

(c) ∅ ∪ A = A.

Demostracíon.–Todas las pruebas son sencillas, y son un buen ejercicio paraque el
alumno comience a tratar de plasmar demostraciones rigurosas. Q.E .D.

Definición.– Dados dos conjuntosA y B se define lainterseccíon deA y B, notado
A∩B, como el conjunto formado por aquéllos elementos que pertencen al mismo tiempo
a ambos conjuntos,A y B.

Se definen de forma equivalente la intersección de una cantidad finita de conjuntos
A1, ..., An, y la interseccíon de una familia arbitrariamente grande de conjuntos{Ai}i∈I ,
que denotaremos, respectivamente,

A1 ∩ ... ∩ An =
n⋂

i=1

Ai, y
⋂

i∈I

Ai.

SiA y B son dos conjuntos tales queA ∩B = ∅ se dice queA y B son disjuntos.

Proposición.–La interseccíon de conjuntos verifica las siguientes propiedades, para cua-
lesquiera conjuntosA,B y C:

(a) Conmutativa:A ∩B = B ∩ A.

(b) Asociativa:(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

(c) ∅ ∩ A = ∅.

Demostracíon.–Las demostraciones se dejan como ejercicios. Q.E .D.

1.3. Cuantificadores universales y existenciales.

Los cuantificadores son elementos que nos permiten enunciarproposiciones (por ahora,
relativas a conjuntos), de forma concisa y clara. Comenzaremos escribiendo una
proposicíon de distintas formas. Por ejemplo, sabemos (lo probaremosmás adelante)
que:

La desigualdadn2 < 2n es cierta para todos los naturales mayores o iguales que5.

9
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Podemos expresar (escribir) esta proposición de distintas formas:

• Para todo ńumero naturaln, sin ≥ 5, entoncesn2 < 2n.

• Para todon, sin ∈ N y n ≥ 5, entoncesn2 < 2n.

• (∀n)[(n ∈ N ∧ n ≥ 5) → (n2 < 2n)].

Cada vez que hemos escrito la proposición, hemos aumentado el grado de formali-
dad. En laúltima aparece el sı́mbolo ∀ (para todo), que denominaremoscuantificador
universal. Veamos otro ejemplo:

• Todos los elementos del conjuntoB son negativos.

• Para todox ∈ B, x < 0.

• (∀x ∈ B)(x < 0).

• Para todox, six ∈ B, entoncesx < 0.

• (∀x)(x ∈ B → x < 0).

La forma ḿas general para una proposición conteniendo en cuantificador universal
seŕıa como sigue. SiP (x) es una propiedad expresada en términos dex, entonces una
proposicíon general con el cuantificador universal serı́a:

(∀x)(P (x)),

que leeŕıamos: para todox, (opcionalmente: se tiene, se verifica)P (x).

Volvamos al primer ejemplo. Sabemos que la desigualdadn2 < 2n es cierta sin ≥ 5,
pero no lo es si2 ≤ n ≤ 4. Es decir, sabemos que

• Existe un ńumero naturaln tal quen2 ≥ 2n.

• Existen tal quen ∈ N y n2 ≥ 2n.

• (∃n)(n ∈ N ∧ n2 ≥ 2n).

El śımbolo∃ se lee como “existe” y se denominacuantificador existencial.

Otro ejemplo:

• Algún elemento del conjuntoB es positivo.

• Existex ∈ B, x > 0.

• (∃x ∈ B)(x > 0).

• Existex tal quex ∈ B y x > 0.

• (∃x)(x ∈ B ∧ x > 0).

10
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Si P (x) es una propiedad expresada en términos dex, entonces una proposición ge-
neral con el cuantificador existencial serı́a:

(∃x)(P (x)),

que leeŕıamos: existe unx tal queP (x).

Veamos un ejemplo con los dos cuantificadores:

• Existe un elemento del conjuntoA que es menor que todos los elementos del con-
juntoB.

• Existex ∈ A tal quex < y para todoy ∈ B.

• Existex ∈ A tal que, para todoy ∈ B, x < y.

• (∃x ∈ A)(∀y ∈ B)(x < y).

En mateḿaticas tambíen usamos el sı́mbolo∃!, que significa “existe uńunico”. La
expresíon (∃!x)(P (x)) se lee: “existe uńunicox tal queP (x)”. Por ejemplo:∃!n ∈ N

tal quen3 = 8.

Las proposiciones con cuantificadores se niegan siguiendo las dos reglas siguientes:

¬[(∀x)(P (x))] ⇐⇒ (∃x)(¬P (x))

¬[(∃x)(P (x))] ⇐⇒ (∀x)(¬P (x)).

Un ejemplo con los dos cuantificadores: la negación de

(∀ǫ > 0)(∃n ∈ N)(1/n < ǫ)

es
(∃ǫ > 0)(∀n ∈ N)(1/n ≥ ǫ).

1.4. Demostraciones.

En esta sección veremos los tipos ḿas importantes de demostraciones que usaremos a lo
largo de todo el curso.

Prueba directa

Esquema:

Teorema.–Si p entoncesq.

Demostracíon: Supongamosp. Entonces [...], se tieneq.

Proposición.–Sean un ńumero natural. Probar que sin es impar entoncesn2 es impar.

Demostracíon.–Sin es impar, es de la forman = 2k+1. Por tanton2 = (2k+1)2 =
4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1, es decir,n2 es impar. Q.E .D.

11
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Prueba de una proposicíon lógicamente equivalente.

Consiste en sustituir la proposición a demostrar por otra que sea lógicamente equivalente
y tratar de probar estáultima. Por ejemplo, si queremos probar quep→ (q ∨ r) podemos
usar que es lógicamente equivalente a(p ∧ ¬q) → r.

Esquema:

Teorema.–p→ (q ∨ r).

Demostracíon: Supongamosp ∧ ¬q. Entonces [...], se tiener.

Prueba del contrarrećıproco.

Es un caso particular de la anterior. Si se quiere probarp→ q, usamos que es lógicamente
equivalente a¬q → ¬p, y

Esquema:

Teoremap→ q.

Demostracíon: Supongamos¬q. Entonces [...], se tiene¬p.

Proposición.–Sean un ńumero natural. Probar que sin2 es impar entoncesn es impar.

Demostracíon.– Supongamos quen es par, es decirn = 2k. Entoncesn2 = 4k2 es
par. Q.E .D.

Prueba por reducción al absurdo.

Si queremos probar quep es un teorema (es verdadero), lo que queremos ver es quep es
una tautoloǵıa. Por tanto¬p es una contradicción.

Esquema:

Teorema.–p.

Demostracíon: Supongamos¬p. Entonces [...], que es falso. Luego es una con-
tradiccíon. Se tienep.

Proposición (Pitágoras).–
√

2 no es racional.

Demostracíon.–Supongamos que
√

2 es racional, es decir,
√

2 = m/n, y suponemos
quem y n no tienen ninǵun factor coḿun. Elevando al cuadrado tenemos2 = m2/n2,
luegom2 = 2n2. Comom2 es un ńumero par, se deduce (probarlo) quem es par,m = 2r.
Sustituyendo tenemos4r2 = 2n2, luego2r2 = n2, de donde deducimos quen2, y por
tanton, es un ńumero par. Esto contradice el hecho de quem y n no teńıan factores
comunes. Q.E .D.

12
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Contraejemplos.

Supongamos que tenemos una proposición y queremos saber si es verdadera o falsa.
Por ejemplo, seaP (n) una propiedad que tratamos probar que se verifica para todos los
números naturalesn. Entonces:

• Si P (n) es verdadera, tenemos que dar una prueba general.

• Si P (n) es falsa, basta dar un valor den en el que no se verifique la propiedad.

Ejemplo.– Si nuestra propiedadP (n) es: “todo ńumero impar es primo”, basta compro-
bar que paran = 9 no se verifica la propiedad, luego es falsa.

Prueba por inducción.

Supongamos que tratamos de probar una propiedad (un enunciado) sobre los ńumeros
naturalesn ≥ n0, para unn0 dado. Si denotamos porP (n) dicha propiedad, la prueba
por induccíon funciona de la siguiente manera:

Esquema:

Teorema.–P (n).

Demostracíon: Probar queP (n0) es cierta.

Suponer queP (n) es cierta (hiṕotesis de inducción).

Probar queP (n+ 1) es cierta.

El segundo paso se puede sustituir por

2’) Suponer queP (k) es cierta∀k, n0 ≤ k ≤ n. Esta versíon alternativa se conoce como
induccíon fuerte.

Proposición.–∀n ∈ N se verifica que

1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Demostracíon.–Sigamos los pasos.

1) El resultado se verifica paran = 1, pues1 = 1(1 + 1)/2.

2) Suponemos el resultado cierto paran, es decir,1 + 2 + . . .+ n = n(n+ 1)/2.

3) Tenemos que probar que1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1) = (n+ 1)(n+ 2)/2. En efecto,

1+2+. . .+n+(n+1) = [1+2+. . .+n]+(n+1) =
n(n+ 1)

2
+(n+1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Q.E .D.
Proposición.–Todo ńumero naturaln > 1 tiene un divisor primo.

Demostracíon.–Usaremos ahora la inducción fuerte.

13
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1) El resultado se verifica paran = 2, pues2 es un divisor primo de2.

2’) Suponemos el resultado cierto∀k, n0 ≤ k < n.

3) Tenemos que probar quen tiene un divisor primo. Sin es primo,n es el divisor
buscado. Sin no es primo entoncesn = rs, con1 < r, s < n. Luegor (y s) tiene un
divisor primo. Q.E .D.

Prueba por doble inclusíon.

Este tipo es el ḿas habitual en teorı́a de conjuntos y se basa en el resultado de la sección
anterior que afirma que siA y B son conjuntos verificandoA ⊂ B y B ⊂ A, entonces
A = B.

Esquema:

Teorema.–A = B.

Demostracíon: Seax ∈ A cualquiera, probar quex ∈ B (esto demuestraA ⊂ B).

Seax ∈ B cualquiera, probar quex ∈ A (esto demuestraB ⊂ A).

En la pŕoxima seccíon veremos algunos ejemplos de esta técnica.

1.5. Subconjuntos.

Veremos ahora algunas propiedades más de los conjuntos y demostraremos algunos re-
sultados fundamentales utilizando la técnica de la doble inclusión.

Definición.–Dado un conjuntoX, se define elconjunto de las partesdeX, notadoP(X),
como el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntosdeX.

Ejemplo.– Si tenemos el conjuntoX = {0, 1, 2, 3}, entonces

P(X) = { ∅, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
{0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}, X }

Proposición.–El conjuntoP(X) es finito si y śolo si lo esX. De hecho, en este caso,

♯ (P(X)) = 2♯(X).

Demostracíon.–En cuanto a la primera afirmación, siX es infinito, lo es obviamente
P(X). La otra implicacíon viene dada por la fórmula sobre los cardinales que probaremos
por induccíon.

El caso♯(X) = 0 es elemental, porque entoncesX = ∅ y, por tantoP(X) = {∅}.
Notemos queP(X) no es el conjunto vacı́o, es un conjunto unitario, cuyóunico elemento
es el conjunto vaćıo.

14
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Supuesto cierto el resultado para todos los conjuntos que tienen, pongamos,n ele-
mentos, tomemosX un conjunto den elementos,x ∈ X cualquiera, y escribamos

X = X ′ ∪ {x},

dondeX ′ = X \{x} tienen−1 elementos. Entonces es claro que los subconjuntos deX
son, bien subconjuntos deX ′, bien subconjuntos deX ′ a los que se ha añadidox. Dado
que, por hiṕotesis de inducción,

♯ (P (X ′)) = 2n−1

se tiene, por tanto,
♯ (P(X)) = 2 · 2♯(P(X′)) = 2 · 2n−1 = 2n.

Q.E .D.

El comportamiento de los subconjuntos con las operaciones habituales entre conjuntos
es bastante intuitivo. De hecho, tanto la unión como la intersección se pueden usar para
caracterizar a los subconjuntos (esto es, dar una propiedadque verifican los subconjuntos
de un conjunto dado, y solamenteéstos).

Proposición.– La unión de conjuntos verifica las siguientes propiedades, para cua-
lesquiera conjuntosA,B y C:

(a) A ⊂ B ⇐⇒ A ∪B = B.

(b) SiA ⊂ B, entoncesA ∪ (B \ A) = B.

Demostracíon.– Ambas pruebas son sencillas. Como ilustración de ćomo se ataca
una doble implicacíon, probaremos (a).

Comenzaremos suponiendo queA ⊂ B. Entonces todos los elementos deA est́an
enB, por tantoA ∪ B = B de manera inmediata. Recı́procamente, supongamos que
A ∪ B = B. Entonces todo elemento que esté enA ó enB est́a forzosamente enB, con
lo que se tieneA ⊂ B. Q.E .D.

Proposición.–La interseccíon de conjuntos verifica las siguientes propiedades, para cua-
lesquiera conjuntosA,B y C:

(a) A ⊂ B ⇐⇒ A ∩B = A.

(b) SiA ⊂ B, entoncesA ∩ (B \ A) = ∅.

Demostracíon.–Las demostraciones se dejan como ejercicios. Q.E .D.

Terminamos el tema enunciando dos resultados fundamentales de la teoŕıa de con-
juntos, cuyas demostraciones son buenos ejemplos del uso dela doble inclusíon como
técnica de demostración.

Proposición.–Dados tres conjuntosA,B y C se verifican las siguientes igualdades:

(a) Leyes distributivas:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
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(b) Leyes de De Morgan (supongamosA,B ⊂ C):

C \ (A ∪B) = (C \ A) ∩ (C \B), C \ (A ∩B) = (C \ A) ∪ (C \B)

Demostracíon.– Probaremos una de las leyes distributivas y una de las leyes de De
Morgan; las restantes quedan como ejercicio por ser simétricas a las probadas. Ambos
resultados se probarán por doble inclusión.

Veamos queA∩(B∪C) ⊂ (A∩B)∪(A∩C). Para ello tomemos un elemento arbitrario
x ∈ A ∩ (B ∪C). Esto quiere decir quex est́a enA y adeḿas enB ó enC. Esto implica
que, bien está enA ∩B, bien est́a enA ∩ C. En cualquier casox ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Demostremos ahora que(A ∩ B) ∪ (A ∩ C) ⊂ A ∩ (B ∪ C). Si consideramos un
elemento cualquieray ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), y ha de pertencer aA ∩ B o aA ∩ C. Por
tanto, bien está enA y enB o enA y enC. En cualquier circunstancia ha de estar enA y
al menos en uno de los otros dos conjuntosB óC. De aqúı y ∈ A y adeḿasy ∈ B ∪ C.

Pasemos a probar la segunda ley de De Morgan. Veamos primeroC \ (A ∩ B) ⊂
(C \ A) ∪ (C \ B). Un elementox deC \ (A ∩ B) ha de estar enC, pero no enA ∩ B,
por lo que no puede estar en al menos uno de los dos conjuntosA ó B. Aśı, x ha de
pertenecer, bien aC \ A, bien aC \B. En cualquier casox ∈ (C \ A) ∪ (C \B).

Si tomamos ahora un elementoz ∈ (C \A)∪ (C \B), observemos quez ha de estar,
bien enC \ A, bien enC \ B, por lo que debe estar enC y no estarenA o enB. Aśı,
z ∈ C, pero nunca puede estar enA ∩B, por lo quez ∈ C \ (A ∩B). Q.E .D.

1.6. Producto cartesiano. Relaciones de equivalencia.

Definición.–Dados dos conjuntosA yB, se define elproducto cartesianodeA yB como
el conjunto de pares ordenados formados (por este orden) porun elemento deA y uno de
B y se denota

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Dado(a, b) ∈ A×B, el elementoa ∈ A (respectivamenteb ∈ B) se suele denominar
primera (segunda) componente del par.

Tambíen se puede definir el producto cartesiano de una cantidad finita de conjuntos
(para cantidades infinitas hay dos posibles generalizaciones y no las veremos aquı́) de la
forma natural

A1 × ...× An =
n∏

i=1

Ai = {(a1, ..., an) | ai ∈ Ai, parai = 1, ..., n} .

Definición.–UnacorrespondenciaG deA enB es un subconjunto del productoA× B.
Equivalentemente se puede definir como una regla que asocia algunos elementos deA
con algunos elementos deB. Concretamente,G asociaa ∈ A conb ∈ B si (a, b) ∈ G.

Definición.– SeaA un conjunto. UnarelaciónR definida enA es una correspondencia
deA en śı mismo.
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Si el par(x, y) ∈ A × A est́a enR, diremos quex est́a R–relacionado cony, o
relacionado cony por R. Esto se notará frecuentementexRy (nótese que el orden es
importante).

Definición.–SeaR una relacíon enA. Entonces diremos queR es:

(a) Reflexivacuando para todox ∈ A se tiene quexRx.

(b) SiḿetricacuandoxRy implicayRx.

(c) AntisiḿetricacuandoxRy eyRx implicanx = y necesariamente.

(d) TransitivacuandoxRy eyRz implicanxRz.

Las relaciones reflexivas, simétricas y transitivas se denominanrelaciones de equiva-
lencia. Las relaciones reflexivas, antisimétricas y transitivas se denominanrelaciones de
orden, pero no las trataremos aquı́.

Ejemplos.–En el conjuntoZ definimos las relaciónes siguientes:

xRy ⇐⇒ x ≤ y, xSy ⇐⇒ x− y es par, xTy ⇐⇒ x divide a y

EntoncesR es una relación de orden (de hecho, las relaciones de orden se denominan
aśı por seréste el ejemplo fundamental) yS es una relación de equivalencia, mientras
queT no es ninguna de ambas cosas. De hecho, notemos queS es de equivalencia si
sustituimos la condición “x − y es par” por la condición “x − y es ḿultiplo dep”, para
cualquier ńumerop que fijemos con antelación.

Definición.– Si R es una relación de equivalencia enA, denominamosclase de equiva-
lenciade un elementox ∈ A al conjunto de todos los elementos deA relacionados con
x, esto es,

x = R(x) = {y ∈ A | xRy},
donde la primera notación se usa siR se sobreentiende, y la segunda si no es ası́.

Proposición.– SeaA un conjunto,R una relacíon de equivalencia enA. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:

(a) Todo elemento pertenece a una clase de equivalencia.

(b) Dos clases de equivalencia son disjuntas o iguales.

Esto es, la relaciónR divide completamente al conjuntoA en subconjuntos disjuntos
(las clases de equivalencia).

Demostracíon.– La afirmacíon (a) es trivial, ya queR es reflexiva. Para probar (b)
supongamos que tenemos dos clases de equivalenciaR(x) y R(y) de tal forma que existe
z ∈ R(x) ∩ R(y). Tenemos que demostrar entonces queR(x) = R(y), y lo haremos por
doble inclusíon. De hecho, śolo probaremos queR(x) ⊂ R(y), porque la otra inclusión
es absolutamente simétrica.

Tomamos entoncesa ∈ R(x). Comoz ∈ R(x), tenemos queaRx y xRz, por lo que
aRz. De la misma forma, comoz ∈ R(y), se verifica quezRy. Aśı tenemosaRy, luego
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a ∈ R(y). Observemos que hemos usado tanto la propiedad simétrica como la transitiva
para demostrar (b). Q.E .D.

Definición.–Dada una relación de equivalenciaR definida sobre un conjuntoA, el con-
junto cuyos elementos son las clases de equivalencia deA porR se denominaconjunto
cocientedeA porR. La notacíon ususal es

A/R = {R(x) | x ∈ A}.

Ejemplo.– Volviendo al ejemplo anterior, tomamos un enterop, fijado para lo que sigue,
y consideramos

xSy ⇐⇒ x− y es ḿultiplo dep.

Entonces se tiene que, para todox ∈ Z

S(x) = {y ∈ Z | x ey dan el mismo resto al dividirlos entrep},

por lo que
Z/S = {S(0), S(1), ..., S(p− 1)}.

1.7. Aplicaciones.

Definición.– Unaaplicación f deA enB es una correspondencia donde todo elemento
de A tiene asociado uńunico elemento deB. Esto es, en notación mateḿatica, una
correspondenciaG es una aplicación si y śolo si se verifica que

∀a ∈ A ∃!b ∈ B tal que(a, b) ∈ G.

Notación.– Es habitual denotar una aplicación entre conjuntosA y B de la formaf :
A −→ B. En estas condiciones, dadoa ∈ A el únicob verificando(a, b) ∈ f se denota
f(a) y se denomina imagen dea (porf ).

De esta notación surge la terminologı́a, coḿunmente usada, de llamar aA conjunto
original (o dominio) y aB conjunto imagen.

En seǵun qúe contextos (por ejemplo, en Análisis Mateḿatico, o cuando el conjunto
de llegada esRn) es habitual llamar a las aplicaciones funciones, pero durante este curso
utilizaremos la denominación aplicaciones.

Definición.– Dada una aplicación f : X −→ Y y subconjuntosA ⊂ X y B ⊂ Y ,
definimos:

(a) La imagendeA, notadaf(A), como

f(A) = {y ∈ Y | ∃x ∈ A conf(x) = y} ⊂ Y,

esto es, el conjunto de elementos del conjunto imagen que sonimagen de un ele-
mento deA.
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(b) Laanti–imagen(o contraimagen, o imagen recı́proca) deB, notadaf−1(B), como

f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B} ⊂ X,

esto es, el conjunto de elementos del conjunto original cuyaimagen est́a enB.

Proposición.–Seaf : X −→ Y una aplicacíon,A1, A2 ⊂ X y B1, B2 ⊂ Y . Se verifica:

(a) f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2), f(A1 ∩ A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).

(b) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2), f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

(c) f(f−1(B1)) ⊂ B1, A1 ⊂ f−1(f(A1)).

Demostracíon.– Vamos a probar, por ejemplo, la segunda afirmación de (a) y la
primera de (c). Las deḿas son similares. Consideremosy ∈ f(A1 ∩ A2). Entonces
existex ∈ A1 ∩ A2 tal quey = f(x). Por tanto,y ∈ f(A1) e y ∈ f(A2), por lo que se
tiene el resultado.

Es importante entender que, para afirmar que la otra inclusión no es cierta, basta con
dar un contraejemplo; esto es, un caso particular donde no sea cierto el enunciado. Para
ello consideremosf : N −→ N definida por

f(x) =

{
x/2 + 1 si x es par
x+ 2 si x es impar

TomamosA1 = {1, 3, 5}, A2 = {2, 4, 6}. Claramentef(A1 ∩ A2) = f(∅) = ∅, pero
f(A1) ∩ f(A2) = {3}.

Probemos ahora quef(f−1(B1)) ⊂ B1. Si y ∈ f(f−1(B1)), es porque existex ∈
f−1(B1) tal quey = f(x). Pero, al serx ∈ f−1(B1), por definicíon tenemos quey =
f(x) ∈ B1.

Para demostrar que la inclusión contraria no es cierta en general podemos tomar la
misma aplicacíon que en el caso anterior y considerarB1 = {1, 3, 5} nuevamente. En-
toncesf−1(B1) = {1, 3, 4, 8} (por convenio, no incluimos el0 enN). Perof(f−1(B1)) =
{3, 5}, por lo que hemos acabado. Q.E .D.

Definición.–Sea una aplicaciónf : X −→ Y .

(a) f se diceinyectivasi dos elementos distintos deX siempre tienen iḿagenes dis-
tintas. Dicho de otro modo,f es inyectiva si, def(x) = f(x′), parax, x′ ∈ X, se
deduce quex = x′.

(b) f se dicesobreyectiva (o sobre)si todo elemento deY es imagen de alǵun elemento
deX. O sea,f es sobre sif(X) = Y .

(c) f se dicebiyectivasi es inyectiva y sobreyectiva.

Observacíon.–Aśı, podemos decir que:

(a) f es inyectiva si y śolo si para todoy ∈ Y f−1({y}) consta, a lo ḿas, de un
elemento.
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(b) f es sobre si y śolo si para todoy ∈ Y f−1({y}) consta, a lo menos, de un elemento.

(c) f es biyectiva si y śolo si para todoy ∈ Y f−1({y}) consta, exactamente, de un
elemento.

De esta forma, sif es biyectiva, existe una aplicación, denominada aplicación inversa
y notadaf−1 : Y −→ X, definida porf−1(y) = x si y śolo sif(x) = y.

Las aplicaciones inyectivas, sobres o biyectivas verificanalgunas propiedades más
concretas de las que enunciamos con anterioridad.

Definición.– Dadas dos aplicacionesf : X −→ Y y g : Y −→ Z se define lacom-
posicíondef y g, notadag ◦ f , deX enZ como

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), para todox ∈ X.

Obviamenteg ◦ f es una aplicación.

Observacíon.–Dadas aplicaciones entre conjuntos

X1
f−→ X2

g−→ X3
h−→ X4,

es elemental comprobar que(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) (asociatividad de la composición de
aplicaciones).

Definición.– Dada una aplicación f : X −→ Y y un subconjuntoA ⊂ X, se define la
restriccíon def aA como la aplicacíon

f|A : A −→ Y

x 7−→ f|A(x) = f(x)

Esto es,f|A act́ua exactamente comof , pero śolo sobre los elementos deA. Esto
pone de manifiesto (o deberı́a) lo importante que es, a la hora de definir una aplicación,
determinar los conjuntos de partida y llegada, no sólo cómo se calcula la imagen de un
elemento.

1.8. Estructuras. Grupos, anillos y cuerpos.

Definición.– Dado un conjuntoG, unaoperacíon interna binaria, ⋆, enG es una apli-
cacíon

⋆ : G×G −→ G

(a, b) 7−→ ⋆(a, b)

Habitualmente se utiliza la notación ⋆(a, b) = a ⋆ b. Unaoperacíon externa(binaria)
es exactamente lo mismo, salvo por el hecho de que el conjuntode partida esX×G, para
un cierto conjuntoX distinto deG.

Un grupoes un par(G, ⋆), compuesto por un conjuntoG y una operacíon interna⋆
enG, que verifica las siguientes propiedades:
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(G.1) Asociativa: a ⋆ (b ⋆ c) = (a ⋆ b) ⋆ c, para cualesquieraa, b, c ∈ G.

(G.2) Elemento neutro: Existe une ∈ G tal quea ⋆ e = e ⋆ a = a, para todoa ∈ G.

(G.3) Elemento opuesto: Dadoa ∈ G existeb ∈ G tal quea ⋆ b = b ⋆ a = e, el elemento
neutro antes mencionado.

Si (G, ⋆) posee adeḿas la propiedad conmutativa (esto esa⋆b = b⋆a para cualesquiera
a, b ∈ G), se dice que el grupo es abeliano o conmutativo.

Proposición.–Dado un grupo(G, ⋆), el elemento neutro eśunico. Adeḿas, fijadoa ∈ G,
el elemento opuesto dea tambíen esúnico.

Demostracíon.–Supongamos quee′ es otro elemento neutro. Entonces

e = e ⋆ e′ = e′ ⋆ e = e′.

Sean ahora entoncesb y c dos elementos opuestos de una ∈ G arbitrario, pero fijado
en lo que sigue. Entonces

e = a ⋆ b =⇒ c = c ⋆ e = c ⋆ a ⋆ b = e ⋆ b = b.

Q.E .D.

Notación.– Existen dos notaciones usuales para la operación en un grupo: la notación
aditiva y la notacíon multiplicativa, que heredan las notaciones para los grupos conocidos
(k,+) y (k \ {0}, ·), dondek puede serQ o R.

Si escribimos un grupo en notación aditiva,(G,+), denotaremos0 al elemento neutro
y −a al opuesto dea. Por el contrario, si usamos la notación multiplicativa,(G, ·) deno-
taremos por1 al elemento neutro y pora−1 o por1/a al opuesto dea (que se denominará
entonces inverso dea). Muchas veces la operación · se denota por simple yuxtaposición,
esto es,ab en lugar dea · b.

Observacíon.– Dado un grupo (pongamos en notación multiplicativa)G y un elemento
g ∈ G se puede probar (ejercicio fácil de doble inclusíon) que el conjuntog · G =
{gx | x ∈ G} es de nuevoG.

Definición.–Un cuerpok es un conjunto con dos operaciones binarias internas, denomi-
nadas usualmente suma o adición (+) y producto o multiplicacíon (·), de tal forma que

(C.1) (k,+) es un grupo abeliano.

(C.2) (k \ {0}, ·) es un grupo abeliano.

(C.3) Se da la propiedad distributiva de la suma respecto del producto:

a(b+ c) = ab+ ac, para cualesquieraa, b, c,∈ k.

Ejemplos.– Los ejemplos usuales de cuerpos sonQ y R. Veremos un ejemplo ḿas
adelante de gran impotancia: los números complejos.
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En concreto el cuerpoQ podemos entenderlo como un buen ejemplo de relación de
equivalencia. El conjunto base es, en este caso

X = Z × (Z \ {0}) = { (a, b) | a, b ∈ Z, b 6= 0 },

y la relacíon viene definida por

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ ab′ = a′b.

En este contexto, la notación est́andar para la clase de equivalencia del par(a, b) por
la relacíon∼ es, obviamente,a/b.

Definición.– Un anillo es un conjuntoA dotado con dos operaciones binarias internas,
usualmente denominadas suma o adición (+) y producto o multiplicacíon (·), de tal forma
que:

(A.1) (A,+) es un grupo abeliano.

(A.2) La operacíon (·) es asociativa y posee elemento neutro (notado1)1.

(A.3) Se verifica la propiedad distributiva de la suma respecto del producto:

a · (b+ c) = a · b+ a · c, para cualesquieraa, b, c ∈ A.

Observacíon.–En un anilloA, 0 · a = 0 para todoa ∈ A, ya que

a+ 0 · a = a · (1 + 0) = a · 1 = a.

De similar forma se puede probar, por ejemplo, que(−1) · a = −a para todoa ∈ A.

Ejemplo.– El ejemplo fundamental de anillo son los enteros,Z, con la suma y el pro-
ducto usuales. Un ejemplo enormemente similar (luego veremos por qúe) es el de los
polinomios con coeficientes enQ o enR.

1.9. Permutaciones (I): El grupo de las permutaciones.

Definición.–Consideremos el conjuntoA = {1, 2, ..., n} y sea

Sn = {f : A −→ A | f biyectiva}.

El conjuntoSn se denomina conjunto depermutacionesden elementos. Un ćalculo
elemental nos dice queSn tiene exactamenten! elementos.

Observacíon.– De la caracterización estudiada para las aplicaciones biyectivas se sigue
que la composición de dos aplicaciones biyectivas es de nuevo biyectiva. Portanto enSn
podemos definir una operación interna, que no es ḿas que la composición de aplicaciones.

1Ésta es la definición más general posible de anillo, que admite la posibilidad de que el producto no sea
abeliano, aunque en este curso los ejemplos que manejaremosseŕan casi todosanillos abelianosesto es,
anillos donde el producto es conmutativo.
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Esta operación verifica varias propiedades. Para empezar la aplicación, denominada
identidad,

Id : A −→ A

i 7−→ i

verifica que, para todoσ ∈ Sn,

σ ◦ Id = Id ◦ σ = σ.

Por otra parte, dadaσ ∈ Sn, se tiene queσ−1 ∈ Sn tambíen, y verifica

σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = Id.

Dado que la composición de aplicaciones es asociativa, hemos probado, pues, que
(Sn, ◦) es un grupo. De hecho, es un gruponoabeliano. Casi cualquier ejemplo no trivial
deS3 sirve para ver que, en general, siσ, τ ∈ Sn, se tiene queσ ◦ τ 6= τ ◦ σ.

Notación.–Adoptaremos las siguientes notaciones indistintamente

σ ◦ τ = σ · τ = στ

σ ◦ ... ◦ σ (r veces)= σr

Observacíon.– Es posible entender cada aplicación deSn como una reordenación del
conjunto{1, ..., n}. De aqúı es usual denotar los elementos deSn como una tabla con
dos filas: en la primera aparecen los números del1 al n (para saber cúal es el conjunto
original) y en la segunda aparece, bajo cada original, su imagen. Por ejemplo:

σ =

[
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

]

es la aplicacíon de{1, 2, 3, 4, 5} en śı mismo que env́ıa 1 en4, 2 en3, 3 en2, 4 en1 y 5
en śı mismo.

Vamos ahora a dar una cierta estructura al conjunto de las permutaciones. En primer
lugar nos fijaremos en un tipo muy concreto (e interesante).

Definición.– Un ciclo de longitud r en Sn es una permutación σ tal que existen
{a1, ..., ar} ⊂ {1, ..., n}, todos ellos distintos, verificando:

• σ(aj) = aj+1 paraj = 1, ..., r − 1, y σ(ar) = a1.

• σ(i) = i para todoi /∈ {a1, ..., ar}.

Esto es, losr elementos no fijos deσ pueden recorrerse todos yendo de original a
imagen, empezando por uno cualquiera.

Los ciclos de longitud2 se denominan trasposiciones.

Notación.–Un ciclo como el anterior se denotará, abreviadamente

σ = (a1 ... ar) ,
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indicando con elloσ(aj) = aj+1 paraj = 1, ..., r − 1, y σ(ar) = a1.

Ejemplo.– El ejemplo visto anteriormente

σ =

[
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

]

no es un ciclo. Hay cuatro elementos no fijos enσ y no pueden recorrerse yendo de
original a imagen.

Observacíon.–La permutacíon inversa de un ciclo es un ciclo de la misma longitud. De
hecho

(a1 a2 ... ar)
−1 = (ar ... a2 a1),

y, en particular,(i j)−1 = (i j).

Observacíon.–Dos ciclosσ = (a1 ... ar) y τ = (b1 ... bs) tales que

{a1, ..., ar} ∩ {b1, ..., bs} = ∅

verifican queσ ◦ τ = τ ◦ σ. Estos ciclos se dicen disjuntos.

Proposición.– Toda permutación distinta de la identidad se puede descomponer en pro-
ducto de ciclos disjuntos, de maneraúnica (salvo reordenación de los ciclos).

Demostracíon.– Haremos la prueba por inducción enr, que seŕa el ńumero de ele-
mentos no fijos deσ. Si r = 0 no hay nada que probar, yσ = Id. Claramenter no puede
ser1, por la biyectividad deσ. Y, si r = 2, entonces llamamos{i, j} a los elementos no
fijos deσ y tenemos que tener, forzosamente

σ(i) = j, σ(j) = i =⇒ σ = (i j).

Seaσ ∈ Sn dada por

σ =

[
1 2 ... n
a1 a2 ... an

]

y supongamos que tiener elementos no fijos.

Comenzamos por el primer númeroi tal queai 6= i y vamos creando la siguiente lista:

i 7−→ σ(i) = ai 7−→ σ2(i) 7−→ σ3(i) 7−→ ...

Dado queσ ∈ Sn, existiŕans, t ∈ N (pongamoss < t) tal que

σs(i) = σt(i)

y, componiendo con(σ−1)s obtenemos

i = σt−s(i).

Sear el menor entero positivo tal quei = σr(i). Entonces el ciclo de longitudr

(i σ(i) ... σr−1(i))

act́ua, por construcción, de la misma forma queσ sobre el conjunto{i, σ(i), ..., σr−1(i)}.
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Sólo resta aplicar el mismo razonamiento (hipótesis de inducción) a la permutaciónτ ,
definida por

τ(j) =

{
σ(j) si j /∈ {i, σ(i), ..., σr−1(i)}
j si j ∈ {i, σ(i), ..., σr−1(i)}

Q.E .D.

Ejemplo.– En el ejemplo anterior

σ =

[
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

]
= (1 4) (2 3).

Observacíon.– Si admitimos ciclos de longitud1 (con la definicíon obvia) podemos
obtener una descripción más precisa de la permutación. En efecto,

(1 4) (2 3)

puede ser la permutación del ejemplo anterior. Pero también puede ser
[

1 2 3 4 5 6
4 3 2 1 5 6

]
∈ S6.

Si queremos evitar estas confusiones, escribiremos el ejemplo del principio como

(1 4) (2 3) (5).

1.10. Permutaciones (II): Trasposiciones.

Definición.–Llamaremosordende una permutaciónσ, notadoo(σ), al menor enteror tal
queσr = Id.

Observacíon.– Notemos que el orden de una permutación siempre está bien definido.
Dado queSn tienen! elementos, el conjunto{σi | i ∈ N} debe contener elementos
repetidos. Y entonces, siσs = σt (cons < t), es sencillo comprobar queσt−s = Id.

Observacíon.–Seaσ una permutación de ordenr. Si t es tal queσt = Id, entoncesr|t.

Podemos hallar fácilmente el orden de una permutación a partir de su descomposición
en ciclos disjuntos.

Proposición.–Seaσ ∈ Sn, con descomposición en ciclos disjuntos dada por

σ = C1 · C2 · ... · Cr,
donde la longitud deCi es, pongamosli. Entonces

o(σ) = mcm(l1, ..., lr).

Demostracíon.–Probemos primero que, siC es un ciclo de longitudl, o(C) = l. Esto
es muy sencillo, dado que, sij es un elemento no fijo porC, es evidente por la definición
de ciclo que

C l(j) = j, Cs(j) 6= j paras < l.
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Como los elementos fijos porC lo son tambíen porC l, se tiene queC l = Id, yCs 6= Id
para cualquiers < l.

Ahora pasamos al caso general. Dado que al componer ciclos disjuntos es irrelevante
el orden tenemos que, para todos ∈ N

σs = Cs
1 · Cs

2 · ... · Cs
r .

Como losCi act́uan de forma no trivial sobre elementos distintos de{1, ..., n}, para
queσs = Id tiene que serCs

i = Id parai = 1, ..., s. Aśı pues el orden deσ seŕa el menor
múltiplo común de losórdenes de losCi. Q.E .D.

Aparte de la factorización en ciclos disjuntos, podemos dar otro tipo de descom-
posicíon para las permutaciones deSn. Reducimos los elementos necesarios, a cambio de
perder propiedades, como la unicidad.

Proposición.–Toda permutación se puede descomponer en producto de trasposiciones.

Demostracíon.– Esta demostración es mucho ḿas simple, dado que basta probarlo
para un ciclo, y esto es muy sencillo. Sólo hay que comprobar

(a1 a2 ... ar) = (a1 ar) ... (a1 a3) (a1 a2).

Observacíon.–La descomposición anterior, sin embargo, no esúnica. Por ejemplo,

(1 2 3) = (1 3) (1 2) = (3 2) (1 3).

Sin embargo, no es casual el hecho de que ambas descomposiciones consten de dos
trasposiciones.

Proposición.– Seaσ ∈ Sn una permutación. Entonces todas las posibles descomposi-
ciones deσ como producto de trasposiciones consta de, bien un número par, bien un
número impar de factores.

Demostracíon.–La demostracíon es interesante porque sigue un camino indirecto: en
lugar de trabajar con las permutaciones como objetos en sı́, usaremos ćomo las permuta-
ciones act́uan sobre otro objeto, en este caso un polinomio enn variables.

Consideremos el polinomio

F (x1, ..., xn) =
∏

i<j

(xi − xj) = (x1 − x2) · ... · (x1 − xn) · (x2 − x3) · ... · (xn−1 − xn).

Entonces hacemos actuarσ sobreF de la siguiente manera

σ(F ) = F
(
xσ(1), ..., xσ(n)

)
,

es decir, renombramos las variables enF siguiendo aσ. Del mismo modo tenemos

σ(F ) =
∏

i<j

(
xσ(i) − xσ(j)

)
.

Ahora bien, notemos que una trasposición (r s) (pongamos conr < s) verifica que

(r s)(F ) = −F.

Veamos esto en la descomposición deF en factores(xi − xj):
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• Si {r, s} ∩ {i, j} = ∅, entonces(xi − xj) no se ve afectado por(r s).

• Si i < r < s = j, entonces(xi − xj) va en(xi − xr) y (xi − xr) va en(xi − xs) =
(xi − xj).

• Si r < i < s = j, entonces(xi − xj) va en(xi − xr) y (xr − xi) va en(xs − xi) =
(xj − xi), con lo cual el producto de ambos factores permanece inalterado por la
accíon de(r s).

• Si r < s = i < j, entonces(xj − xi) va en(xr − xi) y (xr − xi) va en(xs − xi) =
(xj − xi).

• Porúltimo (r s)(xr − xs) = −(xr − xs).

Por tanto, cada trasposición cambia de signoF al actuar sobréel. Aśı σ, al ser pro-
ducto de trasposiciones, puede dejarF invariante o cambiarlo de signo, dependiendo de
si σ se escribe como producto de una cantidad par o impar de trasposiciones, respec-
tivamente. Pero la acción deσ sobreF es independiente de cómo se escribaσ como
producto de trasposiciones, luego la cantidad de factores ha de ser siempre par o siempre
impar. Q.E .D.

1.11. Permutaciones (III): Paridad.

Observacíon.– Una cierta forma de medir cuánto altera una permutación σ ∈ Sn el
orden natural en{1, 2, ..., n} es ver el ńumero de inversiones queσ efect́ua: para cada
i ∈ {1, 2, ..., n} se cuenta una inversión por cadaj > i tal queσ(i) > σ(j). En nuestro
ejemplo anterior

σ =

[
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

]
= (1 4) (2 3).

tenemos que contar:

• Tres inversiones porqueσ(1) > σ(2), σ(3), σ(4).

• Dos inversiones porqueσ(2) > σ(3), σ(4).

• Una inversíon porqueσ(3) > σ(4).

Luego el ńumero de inversiones deσ es6. Este concepto será útil para la definicíon
de determinante, pero además est́a ı́ntimamente ligado a la descomposición en producto
de trasposiciones.

Observacíon.–El número de inversiones también puede contarse al revés: esto es, contar
una inversíon por cadaj > i tal queσ(i) > σ(j).

Observacíon.–Una forma sencilla de contar el número de inversiones de una permutación
σ es dibujar la aplicación usando diagramas de Venn y trazando flechas que vayan dei
a σ(i). Entonces, si hemos dispuesto1, ..., n de forma ordenada en ambos diagramas de
Venn, el ńumero de trasposiciones deσ es el ńumero de cruces que se producen entre las
flechas.
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Proposición.– Seaσ ∈ Sn una permutación conk inversiones. Entonces existe una
descomposición deσ en producto dek trasposiciones.

Demostracíon.–Supongamos que tenemos

σ =

[
1 2 ... n
a1 a2 ... an

]
,

y supongamos quea1 = r 6= 1. Esto quiere decir que1 aportar−1 inversiones, dado que
los elementos1, ..., r − 1, menores quer verificaŕan que sus anti–iḿagenes, pongamos
x1 < ... < xr−1 son mayores que la der, que es1.

Entonces podemos darnos cuenta de que

(r σ(xr−1)) ... (r σ(x1))σ

es una permutación, cuya diferencia conr consiste en que hemosmovidor hasta situarlo
como imagen der, para lo cual hemos usador−1 trasposiciones, exactamente el número
de inversiones que aporta1 (o el que aportar si las contamos al revés). Repitiendo el
proceso con la imagen de2 (y sucesivamente) llegamos a una expresión de la forma

τ1 · ...τk · σ = Id,

donde recordemos quek es el ńumero de inversiones deσ. De aqúı se deduce f́acilmente
que

σ = τ−1
1 · ... · τ−1

k = τ1 · ... · τk,
como queŕıamos. Q.E .D.

1.12. El cuerpo de los ńumeros complejos.

Definición.– Un número complejoes un ńumero de la formaa + b · i, dondea y b son
números reales ei es un śımbolo que verifica la propiedadi2 = −1.

Dado un complejoz = a + b i, el número reala se denomina parte real dez, notado
R(z), mientras queb se denomina parte imaginaria dez, notadoI(z).

Dotamos aC de una estructura de cuerpo con las siguientes operaciones:

(a+ b i) + (c+ d i) = (a+ c) + (b+ d) i,

(a+ b i)(c+ d i) = (ac− bd) + (ad+ bc) i,

regla estáultima que puede ser fácilmente recordada si decimos quei representa
√
−1.

Comprobar queC con estas dos operaciones es un cuerpo es algo tedioso. Simple-
mente notaremos que el elemento neutro de la suma es0 = 0+0 i y el neutro del producto
es1 = 1 + 0 i. Aśı mismo, dadoa+ b i el inverso aditivo es−a+ (−b) i y, si es distinto
de0, el inverso multiplicativo es precisamentea/(a2 + b2) − (b/(a2 + b2)) i.

Observacíon.– Algunas propiedades interesantes de los número complejos son las si-
guientes:
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(a) Si consideramos los números complejos de la formaa+ 0 i veremos que podemos
suponerR ⊂ C, identificandoa ∈ R cona+ 0 i ∈ C.

(b) Dado un complejoz = a+b i, el complejoz = a−b i se denomina su conjugado. La
operacíon de conjugación, a pesar de su inofensivo aspecto, tiene una importancia
enorme, incluso en el estudio de objetos reales. Un par de propiedades inmediatas,
a partir de la definicíon, son las siguientes:

z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2,

de donde a su vez se deducen

−z = −z, 1/z = 1/z.

(c) El producto
z · z = a2 + b2

es un real positivo, y su raı́z cuadrada se llama el ḿodulo dez, denotado|z|. De
hecho, la expresión del inverso multiplicativo dez resulta ḿas sencilla usandoz:

1

z
=
z

z
· 1

z
=

z

|z| .

(d) Todo ńumero complejoz se puede escribir de forma

z = |z|(a+ b i),

dondea2 + b2 = 1 y, en consecuencia, existe unúnicoánguloα ∈ [0, 2π), llamado
argumento dez, tal que

z = |z|(cos(α) + sen(α) i).

Con esta notación es f́acil ver que para multiplicar dos números complejos hay que
multiplicar sus ḿodulos y sumar sus argumentos. Para dividir, por tanto, se dividen sus
módulos y se restan sus argumentos. En efecto: sean

z1 = r1(cos(α1) + isen(α1)), z2 = r2(cos(α2) + isen(α2)).

Entonces

z1z2 = r1r2 · [(cos(α1) + isen(α1))(cos(α2) + isen(α2)]

= r1r2 · [ (cos(α1)cos(α2) − sen(α1)sen(α2)) +

(cos(α1)sen(α2) + cos(α2)sen(α1)) i ]

= r1r2 · [cos(α1 + α2) + isen(α1 + α2)] .

De aqúı se obtiene la f́ormula de De Moivre:

Teorema.–Para todo ńumero naturaln, se tiene

(cos(α) + isen(α))n = cos(nα) + isen(nα).
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Demostracíon.–Lo probaremos por inducción. Paran = 0 se verifica, pues

(cos(α) + isen(α))0 = 1 = cos(0) + isen(0).

Supongamos que se verifica paran, es decir,

(cos(α) + isen(α))n = cos(nα) + isen(nα).

Entonces,

(cos(α) + isen(α))n+1 = (cos(α) + isen(α))n(cos(α) + isen(α)) =

= (cos(nα) + isen(nα)(cos(α) + isen(α)) = cos(n+ 1)α + isen(n+ 1)α.

Q.E .D.
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Tema 2. El anillo de los ńumeros
enteros.

2.1. Divisibilidad.

Antes de comenzar el tema enunciamos una propiedad de los números enteros que usare-
mos ḿas adelante:

Principio de la buena ordenacíon: Todo subconjunto no vacı́o deZ acotado inferior-
mente posee un ḿınimo.

Desarrollamos brevemente la teorı́a cĺasica de la divisibilidad sobre los números en-
teros.

Definición.- Seana, b dos enteros distintos de cero. Se dirá quea divide a b si existe
c ∈ Z tal queac = b. En este caso se escribea|b. Tambíen se dice queb esdivisiblepor
a.

Observacíon.–Dos elementos especiales deZ son1 y −1. Para empezar, obviamente di-
viden a todos los ńumeros enteros. Pero además son lośunicos enteros con esta propiedad.

Supongamos quea ∈ Z es otro entero con esta propiedad. Entonces debe dividir a1,
luego existeb tal queab = 1. Entonces, o biena, b son positivos o son negativos. Si son
negativos, se pone(−a)(−b) = 1, con lo que se puede suponer que ambos son positivos.

En este caso, si fuesea ó b mayor que1 (por ejemploa), seŕıa a > 1 y b > 0 (luego
b ≥ 1) seŕıaab > 1 · b = b ≥ 1, luegoab > 1, lo que no puede ser. Ası́, a = b = 1, luego
desde el principioa = ±1, b = ±1.

Observacíon.–La relacíon de divisibilidad verifica las propiedades siguientes:

1. Propiedad reflexiva:a|a. En efecto,a = 1 · a.

2. Propiedad antisiḿetrica: a|b y b|a implican quea = ±b. En efecto, existenc, c′

tales queb = ac y a = bc′. Aśı a = acc′, luegoa − acc′ = a(1 − cc′) = 0.
Comoa 6= 0 por definicíon de divisibilidad, es1 − cc′ = 0 luegocc′ = 1, de donde
c′ = ±1 y aśı a = ±b.

3. Propiedad transitiva: Sia|b y b|c entoncesa|c. En efecto, existend, d′ tales que
b = ad y c = bd′, luegoc = add′ lo que implica quea|c.
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Por consiguiente, si nos restringimos a enteros positivos,la divisibilidad es una
relacíon de orden parcial porque la propiedad antisimétrica se enuncia ası́: a|b y b|a =⇒
a = b.

Observacíon.– La divisibilidad es compatible con las operaciones aritméticas. En con-
creto:

1. Si a|b y a|c entoncesa|(b ± c). En efecto, existend, d′ ∈ Z tales queb = ad y
c = ad′. Aśı

b± c = ad± ad′ = a(d± d′) ,

luegoa|(b± c).

2. Sia|b entoncesa|bc, ∀c ∈ Z. En efecto, existed ∈ Z tal queb = ad. Aśı bc = adc,
luegoa|bc.

Veamos ahora uno de los resultados más importantes de este tema:

Teorema (de la divisíon eucĺıdea).–Seana, b ∈ Z+, b > 0; Existen unos enterośunicos
q, r ∈ Z tales que:

1. a = bq + r

2. 0 ≤ r < b

Al enteroq se le llama elcocientede la divisíon y ar el resto.

Demostracíon.– Vamos a probar primero la existencia. Sia < b, entonces se puede
ponerq = 0 y r = a. Supongamos quea ≥ b y seaq ∈ Z tal queqb ≤ a < (q + 1)b.
Pongamosr = a − bq; hay que demostrar que0 ≤ r < b. Desde luego, comoa ≥ qb
esa − qb = r ≥ 0. Por otro lado, comoa < (q + 1)b, se tiene quer = a − qb <
(q + 1)b− qb = b.

Probemos ahora la unicidad. Supongamos que existenq′, r′ ∈ Z tales quea = q′b +
r′, 0 ≤ r < b. Si q ≥ q′, restando obtenemos que(q − q′)b = r′ − r < b, igualdad que
sólo se puede dar siq = q′ y r = r′. Q.E .D.

Observacíon.–Este teorema se puede demostrar usando el principio de buenaordenacíon.
En efecto: seaS = {a − bx | x ∈ Z y a − bx ≥ 0}. S es no vaćıo y est́a acotado
inferiormente, luego posee un mı́nimo. Sear = a − bq ≥ 0 dicho ḿınimo. Falta ver
quer < b. En caso contrario,r = b + r′, 0 ≤ r′ < r. Sustituyendo se tiene quer′ =
a− b(q + 1) ∈ S, en contra de serr el ḿınimo.

Observacíon.–Podemos dar una nueva definición de divisibilidad: Seana, b dos enteros
distintos de cero. Se dirá queb divide aa si el resto de la división dea por b es cero.

Definición.–Un enterop 6= 0,±1 se llamaprimo si y śolo si es divisibléunicamente por
±p y ±1.

Definición.–Dados dos enterosa, b, diremos qued > 0 esun ḿaximo coḿun divisorde
a y b y denotaremosd = mcd(a, b), si se verifica:

1. d|a y d|b.

2. Sid′ > 0 es tal qued′|a y d′|b entoncesd′|d.
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Si d = 1 se dice quea y b sonprimos entre śı.

Diremos quem > 0 es unḿınimo coḿun ḿultiplo de a y b y denotaremosm =
mcm(a, b), si se verifica:

1. a|m y b|m.

2. Sim′ > 0 es tal quea|m′ y b|m′ entoncesm|m′.

Observacíon.–Por el momento no tenemos asegurada la existencia del mcd ni del mcm
de dos enteros, pero es fácil comprobar que, de existir, sonúnicos.

Veamos el caso del mcd. Supongamos qued y f son dos mcd dea y b. Por serd un
mcd y verificarse quef |a, f |b, por la propiedad 2) se tiene quef |d. Cambiando el papel
ded y f , tenemosd|f , y por tanto la igualdad.

2.2. Algoritmo de Euclides. Identidad de Bezout.

Veamos un procedimiento, el algoritmo de Euclides, para el cálculo del ḿaximo coḿun
divisor.

Proposición.– Seana, b ∈ Z+, a ≥ b, y efectuemos la división eucĺıdeaa = qb + r.
Entonces, sir = 0 es mcd(a, b) = b y si r 6= 0

mcd(a, b) = mcd(b, r).

Demostracíon.–Si r = 0 esa = qb, luego mcd(a, b) = b. Si r 6= 0, sea

d = mcd(a, b), d′ = mcd(b, r) ;

entoncesd|r = a − qb, luegod|d′. Por otra parte,d′|a = qb + r, luegod′|d y aśı d = d′.
Q.E .D.

Este resultado nos permite describir elAlgoritmo de Euclides: Seana, b ∈ Z+,
a ≥ b, y efectuemos la división eucĺıdeaa = qb+ r. Comor < b, podemos dividirb entre
r, y aśı sucesivamente, obteniendo:

a = qb+ r 0 ≤ r < b
b = q0r + r1 0 ≤ r1 < r
r = q1r1 + r2 0 ≤ r2 < r1
r1 = q2r2 + r3 0 ≤ r3 < r2

...
rn−1 = qnrn + rn+1 0 ≤ rn+1 < rn
rn = qn+1rn+1 + 0 rn+2 = 0

Proposición.–Se tiene que mcd(a, b) = rn+1, es decir, el ḿaximo coḿun divisor dea y
b es elúltimo resto no nulo al aplicar sucesivamente el algoritmo de división.

Demostracíon.–Por la proposicíon anterior se tiene que:

mcd(a, b) = mcd(b, r) = mcd(r, r1) = . . . = mcd(rn−1, rn) = mcd(rn, rn+1) = rn+1,
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lo cual demuestra el resultado. Q.E .D.

Asociada al ḿaximo coḿun divisor est́a la identidad de B́ezout, cuya existencia
teórica viene afirmada por el siguiente teorema:

Teorema (Identidad de B́ezout).–Seana, b > 0 enteros y sead = mcd(a, b). Existen
enterosα, β tales que

αa+ βb = d

A cualquier igualdad de este tipo se le llamaidentidad de B́ezout.

Demostracíon.–Demostramos la existencia de manera no constructiva. Sea

S = {n ∈ Z+ | n = xa+ yb, x, y ∈ Z} ;

evidentementeS 6= ∅ porquea = 1 · a + 0 · b ∈ S. ComoS est́a acotado inferiormente
por cero, tiene un ḿınimo al que llamamosn0 = αa + βb. Comod|a y d|b entonces
d|n0. Vamos a probar qued = n0, para lo que hay que demostrar quen0|a y n0|b. Vamos
a probar quen0|a, la otra relacíon se prueba de forma análoga. Por la divisíon eucĺıdea
podemos escribira = qn0 + r con0 ≤ r < n0. Entonces,

r = a− qn0 = a− q(αa+ βb) = (1 − qα)a+ (−qβ)b ∈ S .

Por la minimalidad den0 tiene que serr = 0, luegon0|a. Q.E .D.

Observacíon.–Los enterosα y β que aparecen en la identidad de Bézout no sońunicos.
En efecto: para cualesquieraα, β tales queαa+ βb = d, es

(α− kb)a+ (β + ka)b = d, ∀k ∈ Z .

La identidad de B́ezout nos permite probar el siguiente teorema:

Teorema de Euclides.–Seana, b, c > 0 tales quec|ab y mcd(c, a) = 1; entoncesc|b. En
particular, sip es primo,p|ab y p no divide aa, entoncesp|b.

Demostracíon.–Evidentemente, la segunda afirmación es consecuencia de la prime-
ra; demostremośesta. Por la identidad de Bézout,1 = αa+ βc. Multiplicando porb esta
expresíon, se tiene queb = αab+ βcb. Comoc|ab y c|cb, c|b. Q.E .D.

Observacíon.–Sea

d = mcd(a, b), , a′ =
a

d
, b′ =

b

d
.

Entoncesa′, b′ son primos entre sı́ porque si no, y1 6= d′|a′ y d′|b′, seŕıad < dd′|a, dd′|b,
lo que no es posible.

Ahora podemos definir el ḿınimo coḿun múltiplo usando el ḿaximo coḿun divisor.
Seana, b ∈ Z, d = mcd(a, b).

Proposición.–Se verifica que mcm(a, b) = ab/d.

Demostracíon.–Sean

m = ab/d, a′ = a/d, b′ = b/d.

Se tiene quem = a′b = ab′, luego es ḿultiplo dea y b. Seam′ ∈ Z múltiplo dea y b,
m′ = aa′′ = bb′′. Dividiendo estáultima igualdad pord obtenemosa′a′′ = b′b′′ y, por el
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teorema de Euclides,a′|b′′, es decir,b′′ = a′c. Sustituyendom′ = ba′c = mc, luegom es
el ḿınimo coḿun múltiplo dea y b. Q.E .D.

Teorema (fundamental de la divisibilidad).–Todo entero distinto de0 y ±1 se descom-
pone en producto finito de números primos. Esta descomposición esúnica salvo orden y
producto por unidades.

Demostracíon.–Vamos primero a demostrar la existencia de la descomposición. Sea
n 6= 0,±1 un entero fijo, y vamos a demostrar quen se descompone en producto de
primos. Podemos suponer quen > 0 porque, si lo demostramos en este caso yn =
p1 · · · pr, entonces−n = (−p1) · · · pr, lo que demuestra el resultado para los enteros
negativos.

La existencia de la descomposición se prueba por inducción a partir den = 2. El
númeron = 2 es primo. Supongamos quen > 2 y que todos los ńumeros menores
quen se descomponen en producto finito de primos. Sin es primo hemos terminado: es
producto de un primo (él mismo). Si no lo es, se descompone en producton = n1n2 de
dos enteros positivos estrictamente menores quen. Al aplicar an1 y n2 la hipótesis de
induccíon, vemos quen se descompone en producto finito de primos.

Para demostrar la unicidad (salvo orden y producto por unidades), basta considerar
enteros positivosn por la misma raźon que antes. Adeḿas, basta ver que no puede haber
dos descomposiciones distintas de un mismo número positivo en producto de primos po-
sitivos. Vamos a operar por reducción al absurdo. Supongamos que hay números que
admiten dos descomposiciones distintas en producto de primos positivos:

n = p1 · · · pr = q1 · · · qs.

Supongamos quer ≤ s. Tenemosp1|n = q1 · · · qs, luegop1|qi, para alǵun i, con
1 ≤ i ≤ s, de dondep1 = qi, al serqi primo. Podemos suponeri = 1. Dividiendo porp1

se tiene quep2 · · · pr = q2 · · · qs. Repitiendo el razonamiento parap2, . . . , pr, llegamos a
1 = qr+1 · · · qs. Luegor = s y pi = qi, i = 1, . . . , r. Q.E .D.

Teorema (Euclides).–El conjunto de los primos es infinito.

Demostracíon.– Supongamos que no, es decir, que el conjunto de los primos fuese
finito, y seanp1, . . . , pr todos los primos. Sean = p1 · · · pr + 1. Por la factorizacíon
única,n debe ser divisible por algún pi, lo que implicaŕıa quepi|1 y eso es imposible.
Q.E .D.

Observacíon.– Veamos otra forma de definir el máximo coḿun divisor y el ḿınimo
común múltiplo. La factorizacíon única de un entero positivon la escribiremos usual-
mente en la forma

n =
∏

p primo

pνn(p)

donde todos losνn(p) son cero salvo un ńumero finito. La factorización se puede extender
a enterosn < 0 poniendo

n = (−1)
∏

p primo

pν−n(p) .

Sin embargo, la noción de ńumero primo la reservaremos para los positivos, como hemos
dicho antes.

Teorema (Existencia del ḿaximo común divisor).– Dados dos enterosa, b > 0, existe
un únicod > 0 que verifica:
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1. d|a y d|b.

2. Sid′ > 0 es tal qued′|a y d′|b entoncesd′|d.

A este entero se le llama el máximo coḿun divisor dea y b y se le denotad = mcd(a, b).

Demostracíon.–Sean

a =
∏

p primo

pνa(p), b =
∏

p primo

pνb(p)

las descomposiciones dea y b en producto de primos. Según el enunciado queda claro
que elúnico ńumero que satisface las condiciones es

d =
∏

p primo

pmin(νa(p),νb(p)) .

Q.E .D.

Teorema (Existencia del ḿınimo común múltiplo).– Dados dos ńumerosa, b > 1, exis-
te unúnicom > 0 que verifica:

1. a|m y b|m.

2. Sim′ > 0 es tal quea|m′ y b|m′ entoncesm|m′.

A este entero se le llama el mı́nimo coḿun múltiplo de a y b y se le denotam =
mcm(a, b).

Demostracíon.–Sean

a =
∏

p primo

pνa(p), b =
∏

p primo

pνb(p)

las descomposiciones dea y b en producto de primos. Según el enunciado queda claro
que elúnico ńumero que satisface las condiciones es

m =
∏

p primo

pmax(νa(p),νb(p)) =
ab

mcd(a, b)

Q.E .D.

2.3. Congruencias.

La división eucĺıdea nos conduce inmediatamente a la noción de congruencia de ḿodulo
dado.

Definición.– Dados dos enterosa, b, se diŕa quea es congruente conb módulom 6= 0
si a y b dan el mismo resto en la división eucĺıdea porm. En este caso se escribirá
a ≡ b (modm).

De la divisíon eucĺıdea se deduce que siempre se puede suponer positivo el módulom
de la congruencia porquea = qm+r implicaa = (−q)(−m)+r. Esto es lo que haremos
de ahora en adelante.
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Se puede ver a las congruencias de módulom > 0 fijo como una relacíon enZ. En
este sentido es una relación de equivalencia porque verifica las siguientes propiedades
(que son consecuencia inmediata de la definición):

1. Propiedad reflexiva: Para todoa ∈ Z esa ≡ a (modm).

2. Propiedad siḿetrica: Sia ≡ b (modm) entoncesb ≡ a (modm).

3. Propiedad transitiva: Sia ≡ b (modm) y b ≡ c (modm), entoncesa ≡
c (modm).

Una propiedad fundamental de las congruencias es la siguiente:

Proposición.–a ≡ b (modm) si y śolo sim|(b− a).

Demostracíon.– En efecto, sia ≡ b (modm), entoncesa = qm + r, b = q′m + r,
luegob − a = (q′ − q)m. Rećıprocamente, sim|(b − a), a = qm + r b = q′m + r′,
entoncesb− a = (q′ − q)m+ (r′ − r), igualdad que śolo es posible cuandor′ − r = 0 ya
que|r′ − r| < m. Q.E .D.

Observacíon.–Las congruencias son compatibles con la adición y la multiplicacíon.

Proposición.– Se verifica quea ≡ b (modm) y c ≡ d (modm) =⇒ a + c ≡ b +
d (modm).

Demostracíon.–En efecto, considerando las divisiones euclı́deas

a = q1m+ r1 b = q2m+ r1
c = q3m+ r2 d = q4m+ r2

r1 + r2 = q5m+ r3
a+ c = (q1 + q3 + q5)m+ r3 b+ d = (q2 + q4 + q5)m+ r3

Q.E .D.
Proposición.–Se verifica quea ≡ b (modm) y c ≡ d (modm) =⇒ ac ≡ bd (modm).

Demostracíon.–En efecto, considerando las divisiones euclı́deas

a = q1m+ r1 b = q2m+ r1
c = q3m+ r2 d = q4m+ r2
r1r2 = q5m+ r3

ac = (q1q3m+ q1r2 + q3r1 + q5)m+ r3
bd = (q2q4m+ q2r2 + q4r1 + q5)m+ r3

Q.E .D.

Las congruencias tienen algunas propiedades interesantesque las diferencian de los
enteros. ¿Qúe ocurre con la cancelación multiplicativa de congruencias? Es decir, se trata
de ver si se verifica que

ax ≡ bx (modm) =⇒ a ≡ b (modm)

La respuesta es claramente negativa porque, por ejemplo,

2 · 2 ≡ 0 · 2 (mod 4) y 2 6≡ 0 (mod 4)
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En general, si1 < d = mcd(x,m), x = x′d,m = m′d, entoncesm′x ≡ 0 ·x (modm)
y m′ 6≡ 0(mod m) porque0 < m′ < m.

Lo positivo de esta situación es que se verifica la propiedad cancelativa con multipli-
cadorx si y śolo si mcd(x,m) = 1. Acabamos de ver que, si este máximo coḿun divisor
es mayor que1 nunca se verifica la propiedad cancelativa. Veamos que sı́ se verifica
cuando es1. Seaax ≡ bx (modm) y mcd(x,m) = 1. Por la identidad de B́ezout existen
α, β ∈ Z tales queαx+ βm = 1. Aśı, a = αax+ βam, b = αbx+ βbm, luego

a− b = α(ax− bx) + β(a− b)m,

que es ḿultiplo dem. Por tanto,a ≡ b (modm).

Proposición.–La ecuacíon en congruencias

ax ≡ b (modm)

tiene solucíon si y śolo sid = mcd(a,m) divide ab.

Demostracíon.– Supongamos qued|b, b = dc. La identidad de B́ezout nos dice que
d = αa + βm, luegob = dc = αac + βmc. Comomc ≡ 0 (modm), se tiene que
αac ≡ b (modm), es decir,αc es solucíon de la ecuación.

Para la implicacíon contraria supongamos quex0 es una solución de la ecuación en
congruencias. Es decirax0 − b = km, luegod|ax0 − km = b. Q.E .D.

2.4. Clases de congruencias ḿodulom.

Fijemos un enterom ≥ 2, y seaZm el conjunto de los enteros ḿultiplos dem.

Sabemos que la relación “ser congruente ḿodulom” es una relacíon de equivalencia
en el conjunto de los ńumeros enterosZ. Por tanto, dicha relación induce una partición
enZ en clases de equivalencia, que llamaremos clases de congruencia ḿodulom.

Veamos ćomo es la clase de equivalencia de un enteroa ∈ Z. Sabemos queb ∈ Z

est́a en la clase dea si y śolo si b es congruente cona módulom, es decir,m|(b − a),
luegob = a+ qm. Por tanto, la clase de congruencia módulom dea es el conjunto de los
enteros de la formaa+ km, conk ∈ Z.

Aśı, dadoa ∈ Z, la clase de congruencia módulom la denotaremos pora+ Zm, y al
conjunto de todas las clases de congruencia módulom lo denotaremos porZ/Zm.

Vamos a describir el conjuntoZ/Zm y a ver que podemos sumar y multiplicar los
elementos deZ/Zm.

Proposición.– Todo ńumero natural es congruente módulom a uno (y śolo uno) de los
enteros del conjunto{0, 1, 2, . . . ,m− 1}.

Demostracíon.– Seaa ∈ N. El teorema de la división implica quea = qm + r,
0 ≤ r < m. La primera igualdad nos dice quea y r son congruentes ḿodulom. Q.E .D.
Corolario.– Todo ńumero entero es congruente módulom a uno (y śolo uno) de los
enteros del conjunto{0, 1, 2, . . . ,m− 1}.

39
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Observacíon.–Aśı, el conjunto de las clases de congruencias módulom es

Z/Zm = {0 + Zm, 1 + Zm, . . . , (m− 1) + Zm}.

Veamos ćomo se definen la suma y el producto de clases de congruencias.

Definición.–Seana+ Zm, b+ Zm ∈ Z/Zm dos clases de congruencias.

(a+ Zm) + (b+ Zm) := (a+ b) + Zm

(a+ Zm) · (b+ Zm) := (ab) + Zm.

Proposición.– El conjuntoZ/Zm, con las operaciones definidas anteriormente, es un
anillo (abeliano).

Ejemplo.– Supongamos quem = 10, a = 7, b = 9. Entonces

(7 + Z10) + (9 + Z10) = 16 + Z10, (7 + Z10) · (9 + Z10) = 63 + Z10.

Teniendo en cuenta que7 + Z10 = 17 + Z10, 9 + Z10 = 29 + Z10, ¿que ocurre
si cambiamos el7 por 17 y el 9 por 29? No pasa nada, ya que el resultado es el mismo:
(17 +Z10) + (29 +Z10) = 46 +Z10, pero46 +Z10 = 16 +Z10. Lo mismo ocurre con
el producto.

En la seccíon anterior probamos que las congruencias módulom eran compatibles con
la suma y el producto, es decir, la suma y el producto que hemosdefinido no dependen
del representante que uno elija.

Hemos visto que toda clase de congruenciaa+ Zm es igual a una claser + Zm, con
0 ≤ r < m. A partir de este momento siempre que trabajemos con clases decongruencias
módulom la escribiremos usando un representanter, 0 ≤ r < m. Aśı, pondremos(7 +
Z10) · (9+Z10) = 3+Z10, ya que, por el teorema de división,63 = 6.10+3, luego3 es
congruente con63 módulo10, es decir,3+Z10 = 63+Z10. Análogamente−11+Z10 =
9 + Z10.

Ejemplo.– Como ejemplo escribimos las tablas de sumar y de multiplicar de las con-
gruencias ḿodulos4 y 5.

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

× 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

× 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1
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Teorema chino del resto.–Seanm1,m2, . . . ,mn enteros, mayores que 1, primos entre sı́
dos a dos,a1, a2, . . . , an ∈ Z. El sistema de congruencias:

x ≡ a1 (modm1)
x ≡ a2 (modm2)

...
x ≡ an (modmn)

tiene solucíon. Adeḿas, six y x′ son dos soluciones, entoncesx ≡ x′ (modM), donde
M = m1m2 · · ·mn. Rećıprocamente, six es una solución y x′ ≡ x (modM), entonces
x′ es solucíon.

Demostracíon.–DenotemosMi = M/mi, ∀i = 1, . . . , n. Es claro que

mcd(mi,Mi) = 1, ∀i = 1, . . . , n,

luego, por la identidad de B́ezout, existenαi, βi ∈ Z verificando

1 = αimi + βiMi, i = 1, . . . , n.

Tomemosx = a1β1M1 +a2β2M2 + · · ·+anβnMn y comprobemos quex es solucíon.
Para ello tendremos que comprobar quex ≡ ai (modmi), para todoi, o, equivalente-
mente, quex− ai ≡ 0 (modmi), para todoi. Usando la identidad de B́ezout correspon-
diente, tenemosai = aiαimi + aiβiMi. Entonces,

x− ai = a1β1M1 + · · · + anβnMn − aiαimi − aiβiMi =

= a1β1M1 + · · · + ai−1βi−1Mi−1 + ai+1βi+1Mi+1 + · · · + anβnMn − aiαimi,

y, al ser todos los sumandos múltiplos demi, esx− ai ≡ 0 (modmi). Q.E .D.

2.5. Los teoremas de Fermat y Euler.

Terminamos este tema probando dos teoremas muy importantes, debidos a Fermat y Euler,
aśı como varios criterios de divisibilidad sencillos, y probablemente conocidos.

Seanm,n enteros positivos. Recordamos que el número combinatorio
(
m
n

)
est́a

definido de la forma siguiente:
(
m

n

)
=

m!

n!(m− n)!

Lema.–Si p es primo, entoncesp divide a
(
p
r

)
, para todo0 < r < p.

Demostracíon.–Sabemos que
(
p

r

)
=

p!

r!(p− r)!
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es un entero. Como1 ≤ r ≤ p− 1, p no divide ar! ni a (p− r)!, los enterosp y r!(p− r)!
son primos entre sı́. Por tantor!(p− r)! divide a(p− 1)! y

(
p

r

)
= p

[
(p− 1)!

r!(p− r)!

]

es un entero ḿultiplo dep. Q.E .D.

Corolario.– Si p es primo, entonces,∀a, b ∈ Z, (a+ b)p ≡ ap + bp (mod p).

Teorema.–Si p es primo, entonces,∀a ∈ Z, ap ≡ a (mod p).

Demostracíon.– Basta probarlo para enteros positivos. Lo haremos por inducción.
Paraa = 1 ya est́a. Supongamos el teorema cierto paraa. Entonces

(a+ 1)p ≡ ap + 1p ≡ a+ 1(modp)

por la hiṕotesis de inducción. Q.E .D.

(Pequẽno) Teorema de Fermat.–Si p es primo y no divide aa ∈ Z, entoncesap−1 ≡
1 (mod p).

Demostracíon.–Por el teorema anterior,ap ≡ a (mod p). Por serp y a primos entre
śı, se verifica la propiedad cancelativa, luegoap−1 ≡ 1 (mod p). Q.E .D.

Observacíon.– El teorema de Euler está relacionado con las congruencias invertibles
módulom, esto es, los elementosa+ Zm tales que existeb+ Zm verificando

(a+ Zm) · (b+ Zm) = 1 + Zm.

Los elementos que verifican esta propiedad se denominanunidadesmódulom.

Proposición.–a+ Zm es una unidad enZ/Zm si y śolo si mcd(a,m) = 1.

Demostracíon.–Supongamos quea+Zm es unidad. Entonces existeb+Zm tal que
(a+ Zm)(b+ Zm) = 1 + Zm, luegoab− 1 = qm, y ab− qm = 1, por tantoa y m son
primos entre śı.

Rećıprocamente, supongamos que mcd(a,m) = 1. Por la identidad de Bezout existen
enterosr, s conra+ sm = 1. Luego1 +Zm = (ra+ sm) +Zm = (ra+Zm) + (sm+
Zm) = (a+ Zm)(r + Zm). Por tantoa+ Zm es una unidad. Q.E .D.

Corolario.– El conjuntoZ/Zp es un cuerpo si y śolo sip es primo

Observacíon.–La notacíon est́andar para el cuerpoZ/Zp esFp, aunque en estos apuntes
seguiremos con la notación de congruencias.

Corolario.– El número de unidades deZ/Zm es igual al ńumero de enterosa, 1 ≤ a <
m, que son primos conm.

Definición.–Al número de enterosa, 1 ≤ a < m, que son primos conm se le denota por
φ(m), la funciónφ de Euler.

Teorema de Euler.-Seaa+ Zm una unidad enZ/Zm. Entonces

aφ(m) ≡ 1 (modm).
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Demostracíon.–Sea
P = {u1, u2, . . . , uφ(m)}

las unidades deZ/Zm. Sea

Q = {u1a, u2a, . . . , uφ(m)a}
el conjunto obtenido al multiplicar los elementos dep por a. Es claro que los elementos
deQ son todos distintos y son unidades enZ/Zm. Por tanto los elementos deP y Q son
congruentes entre sı́ (en diferente orden), de donde

∏φ(m)
i=1 ui ≡

∏φ(m)
i=1 uia (modm)

Si ponemosu =
∏φ(m)
i=1 ui se tieneu ≡ uaφ(m) (modm). Comou y m son primos

entre śı, se verifica la propiedad cancelativa y obtenemos

aφ(m) ≡ 1 (modm).

Q.E .D.

Vamos a ver poŕultimo, cómo hallarφ(m) sin necesidad de comprobar elemento a
elemento de{0, ...,m−1} si son primos conm o no. Para ello no necesitamos más que la
factorizacíon dem (en realidad, śolo el conjunto de primos que dividen am, que es algo
menos preciso).

Proposición.–La funciónφ verifica las siguientes propiedades:

1. Sip es primo, entoncesφ(p) = p− 1.

2. Sip es primo, entoncesφ(pn) = pn − pn−1 = pn(1 − 1/p).

3. Sim y n son primos entre sı́, entoncesφ(nm) = φ(n)φ(m).

4. Sin = pn1

1 p
n2

2 . . . pnr

r es la descomposición en factores primos den, entonces

φ(n) = n

(
1 − 1

p1

)(
1 − 1

p2

)
. . .

(
1 − 1

pr

)
.

Demostracíon.– Los apartados primero y segundo son elementales. El primeroes
directo y el segundo se sigue de observar que, losúnicos ńumeros menores quepn y no
primos conél son precisamente los múltiplos dep menores y hay, precisamentepn−1 de
éstos.

Para ver el tercer apartado, denotemosUr las unidades modr y definimos

f : Umn −→ Um × Un g : Um × Un −→ Umn
x 7−→ (x, x) (a, b) 7−→ x tal que x ≡ a (modm)

x ≡ b (modn)

Notemos que, dado que mcd(m,n) = 1, un entero es primo conmn si y śolo si lo
es conm y n a la vez. Por tantof est́a bien definida, y también lo est́a g (utilizando el
Teorema chino del resto). Es sencillo ver quef y g son aplicaciones inversas la una de la
otra, por lo que

φ(mn) = ♯ (Umn) = ♯ (Um × Un) = φ(m)φ(n).

El cuarto apartado se sigue directamente del segundo y del tercero. Q.E .D.
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Tema 3. Polinomios.

3.1. Introducción.

Seak (Q,R,C,Z/Zp) un cuerpo. Denotaremos pork[x] al conjunto de todas las expre-
siones de la forma

a(x) =
m∑

i=0

aix
i

conai ∈ k. Aśı, k[x] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en k.

Definición.– El grado, notado grado(a(x)), de un polinomio no nuloa(x) es el mayor
enteron tal quean 6= 0. El polinomio cona0 = a1 = . . . = am = 0 se denomina
polinomio nuloy se denota por0. Se conviene que grado(0) = −∞.

Seaa(x) =
∑n
i=0 aix

i ∈ k[x] un polinomio no nulo conan 6= 0. Llamaremostérmino
lı́der dea(x) al términoanxn, coeficiente ĺıder a an y término constantea a0. Un poli-
nomio se dicemónicosi su coeficiente lı́der es1. Los polinomios de grado cero, ası́ como
el polinomio nulo, se dicenpolinomios constantes.

Los polinomios se pueden sumar y multiplicar, extendiendo las operaciones dek. Si
a(x) =

∑n
i=0 aix

i, b(x) =
∑m
i=0 bix

i, suponiendom > n, es

a(x) + b(x) =
n∑

i=0

(ai + bi)x
i + bn+1x

n+1 + . . .+ bmx
m.

El producto de los polinomiosa(x) y b(x) est́a definido por:

d(x) = a(x)b(x) =
m+n∑

l=0

dlx
l, donde dl =

∑

i+j=l

aibj.

Es f́acil comprobar que la suma y el producto de polinomios verifican las propiedades
conmutativa, asociativa, distributiva, elemento neutro,elemento siḿetrico y elemento
unidad. Esto es,k[x] es un anillo conmutativo. Peróeste no es eĺunico parecido con
Z.

Teorema de divisíon.– Seanf(x), g(x) ∈ k[x] dos polinomios cong(x) 6= 0. Existen
q(x), r(x) ∈ k[x], únicos, tales que

f(x) = q(x)g(x) + r(x)

y grado(r(x)) < grado(g(x)).
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Demostracíon.–La demostracíon se hace de manera efectiva, indicando cómo se cal-
culan cociente y resto de la división eucĺıdea. Si grado(f(x)) < grado(g(x)) se pone
q(x) = 0, r(x) = f(x), y ya hemos terminado nuestra construcción.

Supongamos que grado(f(x)) ≥ grado(g(x)) y seanaxm, bxn los t́erminos de mayor
grado def(x), g(x), respectivamente. Escribamos

f1(x) = f(x) − (a/b)xm−ng(x);

entoncesf1(x) es un polinomio de grado estrictamente inferior al def(x).
Aplicando el mismo razonamiento af1(x), y aśı sucesivamente, logramos crear un

conjunto finito de igualdades del tipo

f(x) = q1(x)g(x) + f1(x)
f1(x) = q2(x)g(x) + f2(x)

...
...

ft−1(x) = qt(x)g(x) + ft(x),

donde
grado(f1(x)) > grado(f2(x)) > . . . > grado(ft(x))

y ft(x) = 0 o es de grado inferior al deg(x). Poniendo

q(x) =
t∑

i=1

qi(x) , r(x) = ft(x)

se tienef(x) = q(x)g(x) + r(x).

La unicidad se prueba ası́: sean

f(x) = q(x)g(x) + r(x) = q′(x)g(x) + r′(x);

entonces
r(x) − r′(x) = (q′(x) − q(x))g(x),

con lo que debe serr(x) − r′(x) = 0 porque todo ḿultiplo no nulo deg(x) tiene que ser
de grado mayor o igual quéel. Q.E .D.

Teorema del resto.–Si f(x) es un polinomio con coeficientes en un cuerpok, y a ∈ k,
entoncesf(a) es el resto de dividirf(x) porx− a.

Demostracíon.–Por el teorema de división es

f(x) = (x− a)q(x) + r(x) con grado(r(x)) < grado(x− a) = 1.

Aśı, r(x) es una constante, digamosr. Luegof(a) = (a− a)q(a) + r = r. Q.E .D.

Teorema de la ráız.– Seaf(x) ∈ k[x] un polinomio de grado positivo. Entoncesf(x)
tiene una ráız a ∈ k (i.e. existea enk tal quef(a) = 0) si y śolo si es divisible porx− a.

Demostracíon.–En efecto, se puede escribirf(x) = q(x)(x− a) + r conr ∈ k. Aśı
f(a) = 0 si y śolo si r = 0, lo que equivale a que(x− a)|f(x). Q.E .D.

Corolario (D’Alembert).– Un polinomio no nulof(x) ∈ k[x] de gradon tiene a lo ḿas
n ráıces distintas enk.
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Demostracíon.–Lo probaremos por inducción enn, el grado def(x).

Si grado(f(x)) = 0, entoncesf(x) en un polinomio constante no nulo, luego no tiene
ráıces enk.

Supongamos quef(x) es un polinomio de gradon > 0 y que tiener ráıces distintas
a1, . . . , ar enk. Veamos quer ≤ n.

Tenemos quef(ar) = 0, luego por el teorema de la raı́z f(x) = (x − ar)g(x), con
grad(g(x)) = n − 1. Para cadai, 1 ≤ i ≤ r − 1, f(ai) = 0 = (ai − ar)g(ai). Como
ai 6= ar, esg(ai) = 0. Por tantoa1, . . . , ar−1 son ráıces deg(x) y grado(g(x)) = n − 1.
Por induccíon,r − 1 ≤ n− 1, y r ≤ n. Q.E .D.

3.2. Máximo común divisor.

Con el teorema de división para polinomios podemos, al igual que se hizo con los enteros,
dar un algoritmo de Euclides y la identidad de Bézout.

Definición.– Seanf(x), g(x) ∈ k[x]. Un polinomiop(x) ∈ k[x] es unmáximo coḿun
divisordef(x) y g(x) si verifica:

1) p(x)|f(x) y p(x)|g(x)
2) si q(x) es otro polinomio que divide af(x) y ag(x) entoncesq(x)|p(x).

Observacíon.– Si p(x) = mcd(f(x), g(x)), entonces,∀a ∈ k \ {0}, se tiene que
ap(x) = mcd(f(x), g(x)). Por eso cuando hablamos de un máximo coḿun divisor, so-
breentederemos que estamos tomando un polinomio mónico y, en esas condiciones, es
único.

Podemos calcular un ḿaximo coḿun divisor de dos polinomios usando el teorema de
división, como en los enteros.

Seanf(x), g(x) ∈ k[x]; sabemos que existenq(x), r(x) ∈ k[x] tales que

f(x) = q(x)g(x) + r(x), con grado(r(x)) < grado(g(x)).

Proposición.–Con las notaciones anteriores, se tiene que

mcd(f(x), g(x)) = mcd(g(x), r(x))

Demostracíon.–Supongamos que

a(x) = mcd(g(x), r(x)), b(x) = mcd(f(x), g(x)).

Comof(x) = q(x)g(x)+ r(x), se tiene quea(x)|f(x) y aśı a(x) es un divisor coḿun
def(x) y g(x), luegoa(x)|b(x).

Análogamente, como
r(x) = f(x) − q(x)g(x),

se tiene queb(x)|r(x) y aśı es un divisor coḿun deg(x) y r(x), luegob(x)|a(x). Q.E .D.
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Teorema (Algoritmo de Euclides).–Dadosf(x), g(x) 6= 0 ∈ k[x], grado(f(x)) >
grado(g(x)), hacemos divisiones sucesivas, y obtenemos:

f(x) = q(x)g(x) + r(x)
g(x) = q0(x)r(x) + r1(x)
r(x) = q1(x)r1(x) + r2(x)

...
rn−2(x) = qn−1(x)rn−1(x) + rn(x)
rn−1(x) = qn(x)rn(x)

Entonces el proceso es finito y, con las notaciones anteriores, mcd(f(x), g(x)) =
rn(x).

Demostracíon.–Consideremos la sucesión{grado(ri(x))} que es una sucesión estric-
tamente decreciente de enteros no negativos. Como el primer elemento es grado(f(x)),
la sucesíon puede tener a lo ḿas grado(f(x)) + 1 elementos. Por tanto, existe unn ≥ 1
tal quern+1(x) = 0.

Por el lema anterior tenemos que:

mcd(f(x), g(x)) = mcd(g(x), r2(x)) = . . . = mcd(rn−1(x), rn(x)) = rn(x).

Q.E .D.

Teorema (Identidad de B́ezout).–Seana(x), b(x) ∈ k[x], b(x) 6= 0. Si denotamos
mcd(a(x), b(x)) = d(x) entonces existen elementoss(x), t(x) ∈ k[x] tales que

d(x) = s(x)a(x) + t(x)b(x).

Demostracíon.–La demostracíon es consecuencia del algoritmo de Euclides.

3.3. Factorizacíon. Factores ḿultiples.

Definición.–Diremos que un polinomiop(x) ∈ k[x] esirreduciblesi no es una constante,
y si p(x) = f(x)g(x), entoncesf(x) o g(x) es una constante.

Los polinomios irreducibles juegan enk[x] el mismo papel que los números primos
enZ.

Proposición.– Seap(x) ∈ k[x] irreducible. Sif(x) es un polinomio que no es divisible
porp(x), entonces el ḿaximo coḿun divisor dep(x) y f(x) es 1.

Demostracíon.– Sead(x) = mcd(p(x), f(x)). Sabemos quep(x) no divide af(x),
entonces

f(x) = q(x)p(x) + r(x), con0 < grado(r(x)) < grado(p(x)) y r(x) 6= 0,

y adeḿas grado(d(x)) < grado(p(x)), puesd(x)|r(x). Comod(x)|p(x) y p(x) es irre-
ducible, o biend(x) es una constante no nula o esd(x) = p(x). Estoúltimo es imposible
por los grados ası́, d(x) es una constante no nula. Q.E .D.
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Teorema.–Cualquier polinomio de grado≥ 1 dek[x] es irreducible o factoriza en pro-
ducto de polinomios irreducibles.

Teorema.–Seap(x) ∈ k[x] irreducible. Sip(x)|f(x)g(x), entoncesp(x) divide af(x) o
ag(x).

Teorema.–Seaf(x) = p1(x) . . . ps(x) = q1(x) . . . qt(x) dos factorizaciones def(x) en
producto de polinomios irreducibles enk[x]. Entoncess = t y existe una corresponden-
cia uno a uno entre los factoresp1(x), . . . , ps(x) y q1(x), . . . , qt(x) donde, sipi(x) se
corresponde conqj(x), se tiene quepi(x) = αqj(x), para alǵunα ∈ k \ {0}.

La demostracíon de estos tres teoremas es igual que enZ. Sin embargo, una herra-
mienta espećıfica y útil de los polinomios es la derivada, que coincide con el concepto
usual de ańalisis.

Observacíon.– Usaremos la notación habitual:f ′(x) es el polinomio que se obtiene al
derivarf(x); D : k[x] → k[x] es la funcíon que a cada polinomio le asocia su derivada,
D(f(x)) = f ′(x).

Definición.–La derivadade un polinomiof(x) est́a definida por las siguientes reglas:

1) Sif(x) = axn, a ∈ k, entoncesD(axn) = naxn−1.

2) Sif(x) = g(x) + h(x), entoncesD(f(x)) = D(g(x)) +D(h(x)).

Proposición.–Se verifica que:

1)D(f(x)g(x)) = f(x)D(g(x)) + g(x)D(f(x)).

2)D(f(x)s = sf(x)s−1D(f(x)).

Teorema.–Seaf(x) ∈ k[x].

1) Sif(x) tiene factores ḿultiples, entoncesf(x) y f ′(x) no son primos entre sı́.

2) (caracteŕıstica cerok = Q,R,C) Si f(x) y f ′(x) no son primos entre sı́, entonces
f(x) tiene factores ḿultiples.

Demostracíon: Supongamos quef(x) tiene alǵun factor ḿultiple, f(x) = p(x)sq(x),
cons > 1. Entonces

f ′(x) = p(x)s−1[sp′(x)q(x) + p(x)q′(x)],

luegop(x) es un factor coḿun def(x) y f ′(x).

Seand(x) = mcd(f(x), f ′(x)), que sabemos es de grado mayor que cero, yp(x) un
factor irreducible ded(x). Veamos quep(x) es un factor ḿultiple def(x).

Comop(x)|f(x), esf(x) = p(x)g(x). Derivando tenemos

f ′(x) = p′(x)g(x) + p(x)g′(x).

Comop(x)|f ′(x), p(x) divide al productop′(x)g(x), y, por serp(x) irreducible, divide
a uno de los factores. Ahora bien,p(x) no puede dividir ap′(x) pues tiene grado estric-
tamente mayor (caracterı́stica cero), luegop(x)|g(x), y g(x) = p(x)h(x). Sustituyendo
tenemosf(x) = p(x)2h(x). Q.E .D.

48
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3.4. Congruencias. Teorema chino del resto

Las congruencias para polinomios se definen igual a la de los enteros y tienen propiedades
similares.

Definición.– Seap(x) ∈ k[x]. Dadosf(x), g(x) ∈ k[x], diremos quef(x) y g(x) son
congruentesmódulop(x), y escribiremos

f(x) ≡ g(x) (modp(x)),

si p(x) divide af(x) − g(x).

Observacíon.– La relacíon de congruencia modp(x) tiene las mismas propiedades que
la de congruencia ḿodulom de enteros. Por ejemplo:

• Las congruencias son compatibles con la suma.

• Las congruencias son compatibles con la multiplicación.

• La congruencia es una relación de equivalencia enk[x].

De la misma forma que construimos los anillosZ/Zm de las clases de congruencias
módulom, podemos considerar el conjunto de las clases de congruencias de polinomios
dek[x] módulom(x), que lo denotaremos pork[x]/(m(x)).

Proposición.–Sim(x) tiene gradod, cualquier clase de congruencia módulom(x) tiene
un único representanter(x) de grado estrictamente menor qued.

Demostracíon.–Seaf(x) ∈ k[x]. Por el algoritmo de división tenemos que

f(x) = q(x).m(x) + r(x), grado(r(x)) < grado(m(x))

y f(x) ≡ r(x) (modm(x)). Q.E .D.
Esto prueba que el conjunto de polinomios dek[x] de grado estrictamente menor que

el grado dem(x) es un conjunto completo de representantes parak[x]/(m(x)).

Ejemplo.– Seam(x) = x2 + 1 ∈ Q[x]. Cada elemento deQ[x]/(m(x)) tiene un repre-
sentante de grado menor o igual que 1. Como

x2 ≡ −1 (modx2 + 1),

es
x3 ≡ −x (modx2 + 1).

En general, es fácil ver que

x2n ≡ (−1)n (modx2 + 1)

y
x2n+1 ≡ (−1)nx (modx2 + 1).

ComoQ es un cuerpo infinito, existen infinitos polinomios de grado menor o igual
que 1 enQ[x], y por tantoQ[x]/(x2 + 1) es un conjunto infinito.
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Si cambiamosQ porZ/Z3 tenemos que

(Z/Z3)[x]/(x2 + 1) = {0, 1, 2, x, x+ 1, x+ 2, 2x, 2x+ 1, 2x+ 2}.

Observacíon.–Al igual que hicimos con los enteros, podemos definir la suma yla mul-
tiplicación de clases de congruencias de polinomios como la clase definida por la suma
y la multiplicacíon, respectivamente, de sus representantes. Es fácil comprobar que es-
tas operaciones están bien definidas y verifican las propiedades usuales de la suma y la
multiplicación, convirtiendo ak[x]/(m(x)) en un anillo.

Teorema chino del resto.–Seanm1(x), . . . ,mn(x) ∈ k[x] polinomios primos entre sı́
dos a dos,a1(x), . . . , an(x) ∈ k[x] arbitrarios. Entonces existef(x) ∈ k[x] tal que:

f(x) ≡ a1(x) (modm1(x))
f(x) ≡ a2(x) (modm2(x))

...
...

f(x) ≡ an(x) (modmn(x))

Si f1(x) y f2(x) son dos soluciones, se verifica que:

f1(x) ≡ f2(x) (modm1(x)m2(x) · · ·mn(x)).

Demostracíon: La demostracíon es ańaloga al caso de los enteros.
Comomi(x) y mj(x) son primos entre sı́, para todoi 6= j,mi(x) es primo con

li(x) = m1(x) · · ·mi−1(x)mi+1(x) · · ·mn(x).

Por la identidad de B́ezout, existenαi(x), βi(x) ∈ k[x] tales que

1 = αi(x)mi(x) + βi(x)li(x), ∀i = 1, . . . , n.

Se tiene que
βi(x)li(x) ≡ 1 (modmi(x))
βi(x)li(x) ≡ 0 (modmj(x)), ∀i 6= j

La solucíon es entonces

f(x) = a1(x)β1(x)l1(x) + a2(x)β2(x)l2(x) + . . .+ an(x)βn(x)ln(x).

3.5. Factorizacíon enC[x] y enR[x]

El resultado que enunciamos a continuación, y cuya demostración puede verse enLindsay
Childs, A Concrete Introduction to Higher Algebranos dice ćomo son los polinomios
irreducibles sobreC.

Teorema fundamental delálgebra.– Todo polinomiof(x) ∈ C[x] de grado positivo
tiene una ráız enC.
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Corolario.– Todo polinomiof(x) ∈ C[x] de grado positivo, digamosn, tienen ráıces en
C, i.e, se puede escribir

f(x) = α
n∏

i=1

(x− αi),

dondeα, αi ∈ C.

Demostracíon.– Por el teorema fundamental delálgebra,f(x) tiene una ráız α1 en
C. Se puede, pues, escribir,f(x) = (x− α1)f1(x). Aplicando el mismo razonamiento a
f1(x), y aśı sucesivamente, se llega, después den− 1 pasos a una expresión de la forma

f(x) = (x− α1) . . . (x− αn−1)fn−1(x),

dondefn−1(x) es un polinomio de primer grado. Comofn−1(x) se puede escribir
fn−1(x) = αx− ααn, se tiene el resultado. Q.E .D.

Por tanto, lośunicos polinomios irreducibles enC[x] son los de grado1. Veamos
cómo son los polinomios irreducibles enR[x].

Proposición.– Todo polinomio deR[x] de grado impar tiene una raı́z enR. Todo poli-
nomio de grado par se descompone en producto de polinomios degrados1 ó 2 (los cuales
son irreducibles si y śolo si sus ráıces son complejas no reales).

Demostracíon.–Seaf(x) ∈ R[x] un polinomio de grado positivo, digamosn. Por el
teorema fundamental delálgebra,f(x) tienen ráıces enC. Sea

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an , ai ∈ R ∀i = 0, 1, . . . , n,

y seaα = a+ bi una ráız. De

0 = f(α) = a0(a+ bi)n + a1(a+ bi)n−1 + . . .+ an−1(a+ bi) + an

se deduce, tomando conjugados, que

0 = f(α) = f(α) = a0(a− bi)n + a1(a− bi)n−1 + . . .+ an−1(a− bi) + an.

Aśı pues, siα es una ráız def(x), tambíen lo esα. Por tanto, las ráıces no reales
de f(x) aparecen por pares de conjugadas. Sin es impar, tiene que haber una raı́z que
coincida con su conjugada, luego es real. Esto prueba el primer aserto.

En cuanto al segundo aserto, se prueba ası́. Siα = a+ bi es una ráız compleja no real
def(x), el polinomio

(x− α)(x− α) = x2 − 2ax+ (a2 + b2)

divide af(x) y tiene coeficientes reales. De aquı́ es obvia la conclusión. Esto prueba el
resultado. Q.E .D.

3.6. Factorizacíon enQ[x].

Observacíon.–Seaf(x) ∈ k[x] un polinomio de grado2 ó 3. Entoncesf(x) es reducible
si y śolo si tiene una ráız enk. En efecto, el hecho de quef(x) sea reducible es equivalente
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Álgebra Básica. Departamento de Álgebra. http://www.departamento.us.es/da

a decir que tiene un divisor que es de grado1. Si éste esax− b, entoncesb/a es una ráız
def(x).

Naturalmente, lo anterior no funciona para grados mayores.Un polinomio de grado
4 se puede descomponer, por ejemplo, en dos factores irreducibles de grado2, luego no
tiene por qúe tener ráıces enk. Con mayor raźon ocurriŕa esto en grados ḿas altos. No
obstante es bueno ver si un polinomio dado tiene o no raı́ces enk. Si las tiene, y es de
grado mayor que1, es autoḿaticamente reducible.

Observacíon.– Consideremos el caso dek = Q. El problema de saber cuándo un poli-
nomio deQ[x] es irreducible es muy difı́cil de resolver. Sin embargo, el problema de la
localizacíon de ráıces (que, como hemos notado, es más simple), śı se puede atacar.

Para empezar, notemos que sif(x) ∈ Q[x] es igual buscar sus raı́ces que las deaf(x),
dondea ∈ Z. En particular, podemos suponer quef(x) est́a, en realidad enZ[x] (esto es,
todos sus coeficientes son enteros). En estas condiciones tenemos el siguiente resultado,
tambíen conocido comoRegla de Ruffini.

Proposición.–Sea

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an , ai ∈ Z,∀i = 0, 1, . . . , n

un polinomio de gradon > 0. Supongamos quef(x) tiene una ráız racionalα = a/b con
mcd(a, b) = 1. Entoncesa|an y b|a0.

Demostracíon.–En efecto, de

0 = f(a/b) = a0(a/b)
n + a1(a/b)

n−1 + . . .+ an−1(a/b) + an

se deduce, previa multiplicación porbn, que

0 = a0a
n + a1a

n−1b+ . . .+ an−1ab
n−1 + anb

n.

Comoa divide a todos los t́erminos, salvo aĺultimo, y es primo conb, debe dividir a
an. Comob divide a todos los t́erminos, salvo al primero, y es primo cona, debe dividir
aa0. Esto prueba el aserto. Q.E .D.

Para atacar el problema de la factorización nos reduciremos primero, de nuevo, al
caso de los polinomios con coeficientes enteros, donde la factorizacíon única de los coe-
ficientes nos puede ser de ayuda.

Definición.– Dadof(x) ∈ Z[x] no nulo, se llamacontenido def(x) al máximo coḿun
divisor de sus coeficientes. Se representará porc(f). Se diŕa quef(x) esprimitivo si su
contenido es1.

Lema de Gauss.–El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.

Demostracíon.–Sean

f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + . . .+ a1x+ a0 , ai ∈ Z,∀i = 0, 1, . . . ,m,

g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + . . .+ b1x+ b0 , bi ∈ Z,∀i = 0, 1, . . . , n

dos polinomios primitivos. Para probar quef(x)g(x) es primitivo basta ver que, fijado
p ∈ Z, irreducible, existe un coeficiente def(x)g(x) que no es divisible poŕel.
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Fijemos, pues,p irreducible. Seas (respt) el entero0 ≤ s ≤ m (resp.0 ≤ t ≤ n) tal
quep|ai para todoi > s (resp.p|bj para todoj > t), si hay caso, yp no divide aas (resp.
a bt). El coeficiente dexs+t enf(x)g(x) es

a0bs+t + . . .+ as−1bt+1 + asbt + as+1bt−1 + . . .+ as+tb0,

en el que se ve quep divide a todos los sumandos salvo aasbt. Aśı, p no divide a la suma,
lo que prueba el resultado. Q.E .D.

Corolario.– Si f(x), g(x) ∈ Q[x] son polinomios no nulos, entonces

c(fg) = c(f)c(g).

Demostracíon.–Se puede escribir

f(x) = c(f)f ′(x), g(x) = c(g)g′(x)

dondef ′, g′ son primitivos. Aśı

f(x)g(x) = c(f)c(g)f ′(x)g′(x)

y, comof ′(x)g′(x) es primitivo por el lema de Gauss, esc(f)c(g) = c(fg). Q.E .D.

El siguiente resultado es sencillo, pero de una importanciaextrema cuando se trata de
factorizar polinomios.

Corolario.– Seaf(x) ∈ Z[x] un polinomio de grado positivo, digamosn, que se descom-
pone enQ[x] en producto de dos polinomios de grados estrictamente menores quen.
Entonces se descompone enZ[x] en producto de dos polinomios de esos mismos grados.

Demostracíon.–Seaf(x) = f1(x)g1(x), dondef1(x), g1(x) ∈ Q[x] congrado(f1) <
n y grado(g1) < n. Multiplicando la anterior igualdad por un cierto elementoa ∈ Z, se
pueden quitar los denominadores def1(x), g1(x), es decir, se tendrá

af(x) = g(x)h(x) , g(x), h(x) ∈ Z[x].

De ah́ı se deduce queac(f) = c(gh) = c(g)c(h). Si se pone,g = c(g)g′, h = c(h)h′,
entonces

f(x) =
c(g)c(h)

a
g′(x)h′(x),

y ésta es la descomposición buscada. Q.E .D.

Corolario.– Seaf(x) ∈ Z[x] un polinomio de grado positivo, digamosn, y primitivo.
Entoncesf(x) es reducible enZ[x] si y śolo si lo es enQ[x]. Lo mismo ocurre para
irreducible.

Demostracíon.– El resultado es consecuencia inmediata del hecho de que un poli-
nomio primitivo es reducible enZ[x] si y śolo si se descompone en producto de dos
polinomios de grado inferior. Q.E .D.

Terminamos la teorı́a de esta sección con un criterio muy general de irreducibilidad de
polinomios, aunque no es concluyente porque no se puede aplicar a todos: es elcriterio
de Eisenstein, que damos a continuación.
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Proposición (Criterio de Eisenstein).–Sea

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 , ai ∈ Z,∀i = 0, 1, . . . , n,

un polinomio de gradon > 0. Supongamos que existe un elemento irreduciblep ∈ Z que
divide a todos los coeficientes, salvo aan, y tal quep2 no divide aa0. Entoncesf(x) es
irreducible enQ[x].

Demostracíon.– Se haŕa por reduccíon al absurdo. Supongamos quef(x) fuese re-
ducible enQ[x]; entonces se descompondrı́a, enQ[x], en producto de dos polinomios de
grado estrictamente inferior. Por el corolario anterior sepuede escribir

f(x) = (bsx
s + bs−1x

s−1 + . . .+ b1x+ b0)(b
′
tx
t + b′t−1x

t−1 + . . .+ b′1x+ b′0)

dondebi, b′j ∈ Z,∀i, j y s, t < n.

Por la segunda hiṕotesis,p debe dividir a uno de los dosb0, b′0, pero no a ambos.
Supongamos quep|b0 y no divide ab′0. Comop no divide aan, no puede dividir a todos
los bi. Seam el ḿınimo ı́ndice tal quep no divide abm. El coeficiente del t́ermino enxm

es
bmb

′
0 + bm−1b

′
1 + . . .+ b0b

′
m = am,

que no es divisible porp pues todos los sumandos lo son, salvo el primero. Comom < n,
se tiene una contradicción, lo que prueba el teorema. Q.E .D.

Para terminar esta sección veremos, con ejemplos, un procedimiento para descom-
poner un polinomio, con coeficientes enQ en producto de sus factores irreducibles.

Observacíon.–Notemos los siguientes hechos:

1. Todo polinomiof(x) ∈ Q[x] se puede escribir comodf(x) = h(x), con d ∈
Z, h(x) ∈ Z[x]. Por tanto, para obtener la descomposición, enQ, def(x) puedo
calcular la deh(x). Es decir, podemos considerar sólo polinomios con coeficientes
enteros.

2. Seaf(x) ∈ Z[x]. Sabemos quef(x) = c(f)h(x), dondeh(x) ∈ Z[x] y es primi-
tivo. Para obtener la descomposición, enQ, def(x) puedo calcular la deh(x). Es
decir, podemos considerar sólo polinomios con coeficientes enteros y primitivos.

Ejemplo.– Consideremos el polinomiof(x) = x5 + x3 − 2x2 − 2 ∈ Z[x] y primitivo.
Si f(x) es reducible se puede poner como producto de dos polinomios (no constantes)
f(x) = h(x)g(x), h(x), g(x) ∈ Z[x]. Como el polinomio de partida es de grado 5, las
posibilidades son:

1) grado(h(x)) = 1 y grado(g(x)) = 4

2) grado(h(x)) = 2 y grado(g(x)) = 3

Ahora se trata de probar “manualmente” si es posible alguna de las posibilidades. Una
respuesta negativa indicarı́a que el polinomio de partida es irreducible.

El caso (1) es el teorema de Ruffini. Sih(x) = ax + b es de grado1, entonces−b/a
es una ráız def(x). Por tanto, se dará la posibilidad (1) si y śolo si f(x) tiene ráıces
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racionales (notemos que este argumento es válido independiente del grado del polinomio
de partida).

En nuestro ejemplo sabemos (por Ruffini) que las posibles raı́ces def(x) son:±1,±2.
Sustituyendo enf(x) comprobamos que ninguna es raı́z, luego la posibilidad (1) no se
da.

Veamos si es posible la segunda. Si lo fuese posible, existirı́an enterosa, b, c, d, e, f, r
tales que:

x5 + x3 − 2x2 − 2 = (ax2 + bx+ c)(dx3 + ex2 + fx+ r)

Operando, tenemos(ax2 + bx + c)(dx3 + ex2 + fx + r) = adx5 + (ae + bd)x4 +
(af + be + cd)x3 + (ar + bf + ce)x2 + (br + cf)x + cr, y este polinomio será igual a
f(x) si tienen los mismos coeficientes. Por tanto, la segunda posibilidad se da si existen
unos enterosa, b, c, d, e, f, r tales que:

S :





1 = ad
0 = ae+ bd
1 = af + be+ cd
−2 = ar + bf + ce
0 = br + cf
−2 = cr

Es decir, tenemos que tratar de resolver, enZ, el sistema de ecuaciones (no lineales)
S. La mejor forma es estudiar casos. La primera ecuación nos dice quea = d = 1
o a = d = −1. Supongamos quea = d = 1. Si con esta elección encontramos una
solucíon, ya tendŕıamos los polinomiosh(x) y g(x). En caso contrario tendrı́amos que
resolver el sistema cona = b = −1.

Si a = d = 1, el sistema anterior es:

S :





0 = e+ b
1 = f + be+ c
−2 = r + bf + ce
0 = br + cf
−2 = cr

De laúltima ecuacíon se tiene los siguientes casos: (1)c = −1, r = 2, (2) c = 1, r =
−2, (3) c = −2, r = 1 y (4) c = 2, r = −1.

Caso (1).El sistema a resolver es

S :





0 = e+ b
1 = f + be− 1
−2 = 2 + bf − e
0 = 2b− f

Sustituyendoe = −b, f = 2b en la segunda ecuación se obtieneb2 − 2b + 2 = 0 que
no tiene solucíon entera. Por tanto este caso no se puede dar

Caso (2).El sistema a resolver es

S :





0 = e+ b
1 = f + be+ 1
−2 = −2 + bf + e
0 = −2b+ f
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que tiene como solución e = f = d = 0.

Por tantof(x) es reducible y su descomposición es factores irreducibles esf(x) =
(x2 + 1)(x3 − 2). Los polinomiosx2 + 1 y x3 − 2 son irreducibles pues no tienen raı́ces
racionales.

Observacíon.– Si el polinomio de partida es ḿonico, podemos suponer que los factores
en que se descompone son también ḿonicos.

3.7. Factorizacíon enZ/Zp[x].

Observacíon.–El mismo procedimiento “artesanal” que usamos en 3.6. para factorizar en
Q[x] se puede usar para obtener la descomposición en factores irreducibles de polinomios
con coeficientes enZ/Zp, conp primo.

Ejemplo.– Consideremos el polinomiof(x) = x4 + x3 + x + 2 ∈ Z/Z3. Si f(x)
es reducible se puede poner como producto de dos polinomios (no constantes)f(x) =
h(x)g(x), h(x), g(x) ∈ Z/Z3[x]. Como el polinomio de partida es de grado 4, las posi-
bilidades son:

1) grado(h(x)) = 1 y grado(g(x)) = 3

2) grado(h(x)) = 2 y grado(g(x)) = 2

El caso (1) se resuelve, como enQ, comprobando sif(x) posee alguna raı́z enZ/Z3.
ComoZ/Z3 = {0, 1, 2} es finito, basta comprobar si algún elemento es raı́z. En nuestro
casof(0) = 2, f(1) = 2 y f(2) = 1. Luego la posibilidad (1) no se da.

Para estudiar el caso (2) pongamosf(x) = (x2 + ax + b)(x2 + cx + d). Operando e
igualando coeficientes obtenemos el sistema

S :





1 = a+ c
0 = b+ d
1 = ad+ bc
2 = bd

La segunda ecuación nos dice qued = 2b y sustituyendo en láultima, obtenemos que
b2 = 1, de dondeb = 1 o b = 2. Parab = 1 el sistema a resolver es

S :

{
1 = a+ c
1 = 2a+ c

cuya solucíon esa = 0, c = 1. Por tantof(x) = (x2+1)(x2+x+2) es la descomposición
en factores irreducibles (los polinomiosx2+1 y x2+x+2 son irreducibles pues no tienen
ráıces enZ/Z3.)

Para ilustrar la importancia del problema de factorizar sobre Z/Zp[x] veamos ćomo
podemos relacionar la irreducibilidad enQ y enZ/Zp, p primo. Sea

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈ Z[x]
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Álgebra Básica. Departamento de Álgebra. http://www.departamento.us.es/da

primitivo, p un primo que no divida aan, y pongamos

f(x) = a0 + a1 + . . .+ anx
n ∈ Z/Zp[x],

dondeai = ai + Zp, 0 ≤ i ≤ n.

Proposición.–Si f(x) es irreducible enZ/Zp[x], entoncesf(x) es irreducible enQ[x].

Demostracíon.–Elemental Q.E .D.
Veamos, con un ejemplo, cómo podemos usar el resultado anterior.

Ejemplo.– Seaf(x) = x4 − x3 + x2 − x + 1 ∈ Z[x]. Tomemosp = 2. Entonces
f(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 ∈ Z/Z2. f(0) = 1, f(1) = 1, luegof(x) no tiene ráıces en
Z/Z2.

Si f(x) = (x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d). Operando e igualando coeficientes obtenemos
el sistema

S :





1 = a+ c
1 = b+ d
1 = ad+ bc
1 = bd

La última ecuacíon nos dice queb = d = 1, y sustituyendo en la segunda obtenemos
que1 = 0, luegoS no tiene solucíon. Por tanto,f(x) es irreducible enZ/Z2 y, por la
proposicíon,f(x) es irreducible sobreQ.

Observacíon.– Si bien, aparentemente, este procedimiento simplifica los cálculos a la
hora de estudiar si un polinomio es o no irreducible sobreQ, tiene un grave inconveniente.
El rećıproco de la proposición anterior es falso. Por ejemplo, el polinomiox2 + 2 es
irreducible sobreQ, perof(x) = x2 ∈ Z/Z2[x] es reducible. A modo de ejemplo, el
polinomiox4 − x2 + 1 es irreducible enQ y f(x) es reducible enZ/Zp para cualquier
primop (Lindsay Childs, A concrete introduction to higher algebra).

3.8. Factorizacíon efectiva enQ[x] y Z/Zp[x] (opcional).

El objetivo de esta lección es dar dos opciones, computacionalmente efectivas y más
sofisticadas que las vistas hasta ahora, para atacar el problema de la factorización sobre
los racionales (ḿetodo de los polinomios interpoladores de Lagrange) y sobrelos cuerpos
primos (ḿetodo de Berlekamp).

Observacíon.– Comencemos con el caso de un polinomiof(x) ∈ Z[x] de gradon y
sead = [n/2]. Obviamente, salvo quef(x) sea irreducible, alguno de sus factores irre-
ducibles ha de tener grado menor o igual qued, por lo que me basta buscar los posibles
factores que verifican esta condición.

Para ello fijamosd + 1 enteros distintos (normalmente lo más cerca posible de0, por
motivos de comodidad)a0, a1, ..., ad y hallamos

ni = f(ai), i = 0, ..., d.

Obviamente, sig(x) es un factor, del tipo que busco, def(x), ha de verificar que
si = g(ai) divide alni correspondiente. Ası́ pues, fijamos una(d + 1)–upla (vector de
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divisores)
(s0, s1, ..., sd) , dondesi|ni, i = 0, ..., d.

Recordemos queg(ai) es precisamenteg(x) mod(x − ai). Aśı pues, por el Teorema
chino del resto,g(x) ha de ser entonces una solución al sistema

g(x) ≡ a0 mod(x− a0)
g(x) ≡ a1 mod(x− a1)

...
...

g(x) ≡ ad mod(x− ad)

y notemos que este sistema tiene solución única de grado menor o igual qued. Aśı
pues, fijado un vector de divisores, tenemos un posible divisor def . Como los posibles
vectores de divisores son finitos, este procedimiento nos dauna lista exhaustiva de todos
los posibles divisores def(x) de grado menor o igual qued

Observacíon.– El algoritmo de Berlekamp para factorizar enZ/Zp[x] se basa en el si-
guiente resultado.

Teorema.–Seaf(x) ∈ Z/Zp[x] de gradon, sin factores ḿultiples y ḿonico, y suponga-
mos que existeg(x) tal que

f(x) | (g(x)p − g(x)) .

Entonces

f(x) =
p∏

s=1

mcd(f(x), g(x) − s) ,

aunque varios de estos factores pueden ser polinomios constantes.

Demostracíon.–Notemos, en primer lugar, que en caracterı́sticap se tiene que

xp − x =
p∏

s=1

(x− s),

lo cual, en particular implica que

g(x)p − g(x) =
p∏

s=1

(g(x) − s) .

Todos estos factores son primos entre sı́, porque si un polinomio divide ag(x) − s y a
g(x) − t, cons 6= t, debe dividir at− s y por tanto es constante.

Probemos entonces la igualdad que hemos enunciado. Por un lado, es sencillo ver que

p∏

s=1

mcd(f(x), g(x) − s) | f(x),

ya que todos los mcd de la izquierda son divisores def(x) (evidentemente) y, como los
g(x) − s son primos entre sı́, tambíen lo son los mcd.

En el otro sentido, si tomamos un factor irreducible def(x), pongamosh(x),
debe dividir ag(x)p − g(x), luego divide a alguno de losg(x) − s y, por tanto, al
mcd(f(x), g(x) − s) correspondiente.

58
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Por tanto, los dos miembros de la igualdad se dividen mutuamente y, al no tener
factores repetidos y ser ḿonicos, eso implica la igualdad. Q.E .D.

Observacíon.–A partir de aqúı, la factorizacíon def(x) ∈ Z/Zp[x] queda reducida, por
un lado, a encontrarg(x) (que podemos suponer de grador, menor quen) tal que

f(x) | (g(x)p − g(x)) ,

y posteriormente a aplicar el algoritmo de Euclides. Notemos entonces que, por estar en
caracteŕısticap y por el Pequẽno Teorema de Fermat,

g(x) =
n−1∑

i=0

aix
i =⇒ gp(x) =

n−1∑

i=0

aix
ip.

Vamos entonces a buscar un tal polinomiog(x) (o sea, vamos a buscar los coeficientes
a0, ..., an−1). Dividamos entonces los monomiosxip entref(x) y, al tener gradon, obten-
dremos

x0p = q0f(x) + r0(x) = q0f(x) + r00 + r10x
1 + ...+ rn−1,0x

n−1

x1p = q1f(x) + r1(x) = q1f(x) + r01 + r11x
1 + ...+ rn−1,1x

n−1

...

x(n−1)p = qn−1f(x) + rn−1(x) = qn−1f(x) + r0,n−1 + r1,n−1x
1 + ...+ rn−1,n−1x

n−1

Por la unicidad de la división eucĺıdea, el resto de dividirgp(x) entref(x) es el dado
por la expresíon

gp(x) =
n−1∑

i=0

aix
ip =

(
n−1∑

i=0

aiqi

)
f(x) +

n−1∑

i=0

airi,

y por el mismo motivo el resto de dividirgp(x) − g(x) entref(x) es el dado por la
expresíon

gp(x) − g(x) =
n−1∑

i=0

aix
ip −

n−1∑

i=0

aix
i =

(
n−1∑

i=0

aiqi

)
f(x) +

n−1∑

i=0

(airi − aixi) .

Aśı puesg(x) verifica lo que queremos si y sólo si

0 =
n−1∑

i=0

(airi − aixi) ,

o, escrito en forma matricial, si llamamosR = (rij), que es una matrizn× n, si y śolo si

(a0, ..., an−1) es solucíon del sistema(R− In)X
t = 0n×1.

Aśı, gracias al algoritmo de Berlekamp, factorizar enZ/Zp[x] se reduce a resolver
sistemas de ecuaciones lineales y aplicar el algoritmo de Euclides, operaciones ambas
que se pueden realizar de manera muy eficiente.
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Tema 4. Grupos.

Comenzaremos recordando el concepto de grupo, que ya vimos enel Tema 1 y, a conti-
nuacíon, estudiaremos con ḿas detalle esta estructura.

4.1. Grupos: Definiciones y ejemplos.

Definición.–Unaoperacíon interna y binariaen un conjuntoA es una aplicaciónα:A×
A→ A.

Observacíon.– En un lenguaje ḿas coloquial, una operación interna y binaria enA es
una regla que asocia a cada par ordenado(a, b) de elementos deA otro elemento deA,
α(a, b).

Normalmente, siα:A×A→ A es una operación interna y binaria enA, es costumbre
elegir alǵun śımbolo (por ejemplo⋆) para notar

a ⋆ b := α(a, b).

Observacíon.– Para estudiar un conjuntoA con “pocos” elementos dotado de una ope-
ración binaria⋆, podemos trabajar con latabla de la operacíon. Esta tabla es un cuadro
de doble entrada en el que se colocan los elementos deA en la ĺınea horizontal de arriba
y vertical de la izquierda. En cada casilla libre correspondiente al par ordenado(a, b) ∈
A × A se coloca el elementoa ⋆ b. Por ejemplo, siA = {a, b} y la operacíon viene
determinada pora ⋆ a = a, a ⋆ b = b, b ⋆ a = b y b ⋆ b = a, la tabla seŕa:

⋆ a b

a a b
b b a

Ejemplos.–Algunas opearciones binarias internas bien conocidas.

1. Sia0 es un elemento fijo de un conjuntoA, la aplicacíon (a, b) ∈ A × A 7→ a0 es
una operacíon interna y binaria constante.

2. La suma y el producto usuales son operaciones internas y binarias en los conjuntos
de ńumerosN, Z, Q, R, C y Z/Zn, aśı como en los polinomios con coeficientes
en estos conjuntos.

3. La suma es una operación interna y binaria en el conjunto de los vectoresRn o de
las matricesm× n de ńumeros.
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4. Cualquier funcíon de dos variables realesf :R × R → R define una operación
interna y binaria enR.

5. Dado un ńumero naturaln ≥ 1, consideremos el conjuntoZn = {0, 1, . . . , n − 1}
y enél la operacíon interna y binaria cuya tabla es:

⋆ 0 1 2 · · · n− 2 n− 1

0 0 1 2 · · · n− 2 n− 1
1 1 2 3 · · · n− 1 0
2 2 3 4 · · · 0 1
...

...
...

...
. . .

...
...

n− 2 n− 2 n− 1 0 · · · n− 4 n− 3
n− 1 n− 1 0 1 · · · n− 3 n− 2

6. Dado un conjuntoX, consideremos el conjuntoAX de las aplicaciones deX en śı
mismo. La composición de aplicaciones es una operación interna y binaria enAX .

7. Dado un conjuntoX, la uníon y la interseccíon con operaciones internas y binarias
enP(X).

Observacíon.– En lo que sigue, “operación enA” significa “operacíon interna y binaria
enA.”

Definición.–Dada una operación⋆ sobre un conjuntoA, diremos que:

1. Esconmutativasi a ⋆ b = b ⋆ a para todoa, b ∈ A.

2. Esasociativasi a ⋆ (b ⋆ c) = (a ⋆ b) ⋆ c para todoa, b, c ∈ A.

3. El elementoe ∈ A eselemento neutrosi e ⋆ a = a ⋆ e = a para todoa ∈ A.

Proposición.–Si una operación enA tiene elemento neutro,éste eśunico.

Demostracíon.– Sea un conjuntoA con una operación binaria⋆. Seane ∈ A un
elemento neutro a la izquierda ye′ ∈ A un elemento neutro a la derecha. Por sere
elemento neutro a la izquierda se tiene

e ⋆ e′ = e′,

por sere′ elemento neutro a la derecha se tiene

e ⋆ e′ = e.

De dondee = e′. Q.E .D.

Definición.–Dado un conjuntoA dotado de una operación⋆ con un elemento neutroe, y
dado un elementox ∈ A, diremos quex′ essimétricodex si x′ ⋆ x = x ⋆ x′ = e.

Proposición.–En las condiciones de la definición anterior, se tiene lo siguiente:

1. Si la operacíon⋆ es asociativa,x′ es siḿetrico dex ey′ es siḿetrico dey, entonces
y′ ⋆ x′ es siḿetrico dex ⋆ y.
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2. Si la operacíon ⋆ es asociativa, entonces el simétrico de un elemento, si existe, es
único.

Demostracíon.–Para probar 2, supongamos quex′ y x′′ son siḿetricos dex, entonces,
usando la asociatividad,

x′′ = (x′ ⋆ x) ⋆ x′′ = x′ ⋆ (x ⋆ x′′) = x′.

Q.E .D.

Definición.– Un grupo es un par(G, ⋆), dondeG es un conjunto y⋆ es una operación
interna y binaria sobreG verificando las siguentes propiedades:

1. La operacíon es asociativa.

2. La operacíon tiene elemento neutro.

3. Cada elemento deG posee un siḿetrico.

Si adeḿas la operación es conmutativa entonces se dice que el grupo esabelianoo con-
mutativo.

Ejemplos.–Algunos grupos bien conocidos

1. Z, Q, R, C y Z/Zn son grupos abelianos con la adición.

2. Q∗ = Q \ {0}, R∗ = R \ {0} y C∗ = C \ {0} son grupos abelianos con la
multiplicación.

3. Sip es primo(Z/Zp)∗ es grupo abeliano con la multiplicación.

4. El conjuntoSA de las biyecciones deA enA es un grupo con la composición.
Si A tiene ḿas de 2 elementos,SA no es abeliano. SiA = {1, . . . , n}, se nota
indistintamenteSn o SA.

5. El conjunto de las funciones (continuas, diferenciables,...) definidas en un abierto
deR con valores reales, con la suma“punto a punto”, es un grupo abeliano.

6. El conjunto de las matricesn × n, con elementos en un cuerpok y determinante
no nulo, GL(n, k), es un grupo (no abeliano sin ≥ 2) con la multiplicacíon de
matrices.

Observacíon.–Cuando usemos la notación aditiva o la multiplicativa, el elemento neutro
y el simétrico dex seŕan notados de la siguiente forma:

elemento neutro elemento siḿetrico dex
+ 0 −x (opuesto dex)
· 1 x−1 (inverso dex)
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4.2. Subgrupos.

Definición.– Sea(G, ⋆) un grupo. Un subconjunto no vacı́o H deG se dice que es un
subgrupo de(G, ⋆) si (H, ⋆) es un grupo. Es decir, que efectivamente un subgrupo es un
grupo dentro de otro grupo con la misma operación.

Proposición.–Sean(G, ⋆) un grupo yH ⊂ G un subconjunto no vacı́o. Las condiciones
siguientes son equivalentes:

1. H es un subgrupo de(G, ⋆).

2. ∀x, y ∈ H, x ⋆ y′ ∈ H.

Demostracíon.–Veamos primero1 ⇒ 2. Supongamos queH es un subgrupo y sean
x, y ∈ H. ComoH es subgrupo contiene los simétricos de todos sus elementos, en
particulary′ ∈ H. De nuevo comoH es subgrupo,⋆ es una operación interna, de donde
x · y′ ∈ H, como queŕıamos.

Probemos ahora2 ⇒ 1: ComoH ⊂ G, los elementos deH verifican la propiedad
asociativa. ComoH es no vaćıo, seax ∈ H. Aplicando 2) obtenemos

x ⋆ x′ = e ∈ H.

Si x ∈ H, aplicando de nuevo 2) parae y x, tenemos

e ⋆ x′ = x′ ∈ H,

luegoH contiene los siḿetricos de todos sus elementos. Seanx, y ∈ H, aplicando2) esta
vez parax, y′ se tiene

x ⋆ (y′)′ = x ⋆ y ∈ H. (1)

LuegoH es subgrupo de(G, ⋆). Q.E .D.

Observacíon.– De ahora en adelante si escribimos el“grupo G” en lugar de el“grupo
(G, ⋆)” , sobreentendemos que la operación binaria la notamos con el sı́mbolo⋆.

Ejemplos.–Algunos subgrupos ya tratados:

1. Para todo grupoG, {e} yG son subgrupos deG y se denominansubgrupos triviales
deG.

2. Subgrupos de(Z,+): Dadon ∈ Z, n ≥ 0, seaZn = {k · n | k ∈ Z}. Se tiene:

(a) Zn es un subgrupo deZ.

(b) Todo subgrupo deZ es de la formaZn para alǵunn ≥ 0.

3. Ráıcesn–ésimas de la unidad dentro deC∗.

4. SiC ⊂ A, el conjunto{f ∈ SA | f(a) = a, ∀a ∈ C} es un subgrupo deSA.

Proposición.–SeanG un grupo,{Hi | i ∈ I} una familia de subgrupos deG. Entonces
∩i∈IHi es un subgrupo deG.
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Demostracíon.–La interseccíon de subgrupos es no vacı́a porque el elemento neutro
est́a en todos los subgrupos. Además,

x, y ∈
⋂

i∈I

Hi ⇒ x, y ∈ Hi ∀i ∈ I ⇒ x ⋆ y′ ∈ Hi ∀i ∈ I ⇒ x ⋆ y′ ∈
⋂

i∈I

Hi.

Q.E .D.

Definición.– Dado un subconjuntoA de un grupoG, llamamossubgrupo generado por
A al subgrupo deG:

〈A〉 =
⋂
{H | H subgrupo deG y A ⊂ H}.

Proposición.– SeanG un grupo yA ⊂ G un subconjunto, entonces〈A〉 es el menor
subgrupo deG que contiene aA.

Demostracíon.– Es inmediato de la definición de〈A〉: Si H es un subgrupo que
contiene aA, es evidente que〈A〉 ⊂ H. Q.E .D.

Definición.–Se dice queA ⊂ G es unsistema de generadoresde un grupoG siG = 〈A〉.
Un caso particular, e importante, de sistema de generadoresde un grupo es cuando

A = {a} posee un śolo elemento.́Estos se estudian en la siguiente sección.

Proposición.– SeanG un grupo yA ⊂ G un subconjunto. SeaA′ = {x′ | x ∈ A}.
Entonces

〈A〉 = {x1 ⋆ x2 ⋆ . . . ⋆ xn | xi ∈ A ∪ A′, n ≥ 1}.

Demostracíon.–Es evidente que

〈A〉 ⊃ {x1 ⋆ x2 ⋆ . . . ⋆ xn | xi ∈ A ∪ A′, n ≥ 1}.

Para la otra inclusión usaremos que〈A〉 es el menor subgrupo que contiene aA. Se
comprueba f́acilmente queA ⊂ {x1 ⋆ x2 ⋆ . . . ⋆ xn | xi ∈ A ∪ A′, n ≥ 1} y que
{x1 ⋆ x2 ⋆ . . . ⋆ xn | xi ∈ A ∪ A′, n ≥ 1} es un subgrupo. De donde

〈A〉 ⊂ {x1 ⋆ x2 ⋆ . . . ⋆ xn | xi ∈ A ∪ A′, n ≥ 1}.

Q.E .D.

4.3. Grupos ćıclicos.

Definición.–Sea(G, ⋆) un grupo. Definimos

am =





e si m = 0

(m veces)
a ⋆ . . . ⋆ a si m > 0

(m veces)

a′ ⋆ . . . ⋆ a′ si m < 0
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SiG es un grupo cuya operación se notamultiplicativamente, entonces

am =





1 si m = 0

(m veces)
a · . . . · a si m > 0

(m veces)

a−1 · . . . · a−1 si m < 0

Si la notacíon esaditiva, entonces

ma =





0 si m = 0

(m veces)

a+ . . .+ a si m > 0

(m veces)

(−a) + . . .+ (−a) si m < 0

Definición.–Se dice que un grupoG esćıclico si existea ∈ G tal que

G = 〈a〉 = 〈{a}〉 = {am | m ∈ Z}.

La notacíon habitual para este tipo de grupos, cuando se sobreentiende la operacíon
esCn (cuandoG tienen elementos) oC∞ (cuando tiene infinitos elementos).

Observacíon.–SiG es un grupo ćıclico entoncesG es abeliano.

Proposición.–Todo subgrupo de un grupo cı́clico es ćıclico.

Demostracíon.– SeaH ⊂ G = 〈a〉 un subgrupo. Seas = min {k > 0 | ak ∈ H}.
Veamos queH = 〈as〉 por doble inclusíon.

Comoas ∈ H, entonces〈as〉 ⊂ H. En otro sentido, seah ∈ H. Comoh ∈ G,
h = am, para alǵun entero positivom. (En caso contrario razonarı́amos conh′.)

Por el algoritmo de la división tenemosm = qs + r, con 0 ≤ r < l. Entonces
am = (as)q ⋆ ar, de dondear ∈ H. Comos es el menor entero no nulo con esa propiedad
ha de serr = 0, y am = (as)q ∈ 〈as〉. Q.E .D.

Gracias a este resultado podemos estudiar con detalle todoslos subgrupos de un grupo
ćıclico.

Proposición.–SeaG = 〈a〉 un grupo ćıclico finito de ordenm.

1. SiH es subgrupo deG, entoncesH es ćıclico o H = {1}. Si H = 〈al〉, con
l = min{k|ak ∈ H} entoncesl divide am y |H| = m/l.

2. Sik divide am entoncesK = 〈ak〉 es de ordenm/k.

3. El número de subgrupos distintos deG es el mismo que el ńumero de divisores
distintos dem.

4. Existe a lo sumo un subgrupo deG de cualquier orden dado.
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Demostracíon.– El primer apartado ya lo hemos demostrado, esencialmente, en la
proposicíon anterior. En cuanto al segundo, notemos que, en las condiciones del enunci-
ado, si llamamosp = m/k,

K =
{
1, ak, a2k, ..., a(p−1)k

}
.

Aśı, para cadad, divisor dem tenemos exactamente un subgrupo deG (de orden
m/d), lo que demuestra el resultado. Q.E .D.

Proposición.–SeaG = 〈a〉 un grupo ćıclico infinito. Entonces para cadan ≥ 2 existe un
único subgrupo (no trivial) deG.

Demostracíon.– Dado que todos los subgrupos son cı́clicos, han de ser de la forma
K = 〈ar〉, conr ∈ Z. Basta observar entonces que, por un lado

〈ar〉 = 〈a−r〉

y, por otra parte, si0 < r < s se tiene quear /∈ 〈as〉, por lo que todos los subgrupos son
diferentes. Q.E .D.

4.4. Orden de un elemento de un grupo.

Definición.–SeanG un grupo (no necesariamente cı́clico) y a ∈ G. Diremos que

1. a tieneorden infinitosi todas las potencias dea son distintas entre sı́.

2. a tieneorden finitosi existen0 ≤ m < n tales quean = am.

Ejemplos.–Obviamente todo elemento de un grupo finito ha de tener orden finito. En
grupos infinitos podemos tener tantoórdenes finitos como infinitos.

1. Seaa ∈ Z, a 6= 0. Entoncesa tiene orden infinito.

2. El elemento

A =

(
i 0
0 i

)
∈ GL(2,C)

tiene orden finito. Notemos que el grupo es, en este caso, infinito.

Proposición.–SeanG un grupo ya ∈ G. Consideremos el subgrupo〈a〉.

1. Sia es de orden infinito, entonces

(a) an = e⇔ n = 0.

(b) La aplicacíonϕ:Z → 〈a〉 dada porϕ(n) = an es biyectiva.

(c) 〈a〉 es un grupo infinito.

2. Sia es de orden finito, entones

(a) Existen > 0 tal quean = e.
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(b) Seam el menor entero estrictamente positivo tal queam = 1. Entonces losai,
0 ≥ i ≥ m− 1 son distintos entre sı́ y

〈a〉 = {1, a, a2, . . . , am−1}.

Demostracíon.–Casi todas las afirmaciones son directas.

1. Sia es de orden infinito, las propiedades a), b) y c) se prueban fácilmente.

2. Supongamos quea tiene orden finito.

(a) Sia tiene orden finito existen dos enteros0 ≤ k < l tales queak = al. Sea
n = l − k, entonces

an = al−k = al ⋆ a−k = al ⋆ a′k
al=ak

= ak ⋆ a′k = e. (2)

(b) Seam > 0 el menor tal queam = 1. Sean0 ≤ i ≤ j ≤ m − 1 dos enteros
tales queai = aj, es decir, tales queaj−i = 1. Comoj − i < m, debe ser
j − i = 0, es decir,i = j. Luego todos losai, 0 ≤ i ≤ m− 1 son distintos.

Es evidente que〈a〉 ⊃ {1, a, a2, . . . , am−1}. Seaan un elemento cualquiera
de〈a〉, escribamosn = q ·m + r, 0 ≤ r ≤ m − 1, la división eucĺıdea den
entrem, entonces

an = aq·m+r = aq·m ⋆ ar = (am)q ⋆ ar = ar. (3)

Luego〈a〉 ⊂ {1, a, a2, . . . , am−1}. Q.E .D.

Definición.–SeanG un grupo ya ∈ G de orden finito. Elordendea, notado poro(a), es
el menor entero estrictamente positivo,m, tal queam = e.

Proposición.–SeanG un grupo ya ∈ G. Se tienen las siguientes propiedades:

1. o(a) = 1 ⇐⇒ a = e.

2. Sia ∈ G tiene orden finito, entonceso(a) = o(a′).

3. Sia ∈ G tiene orden infinito,a′ tiene orden infinito.

4. SiG es finito, todo elemento deG tiene orden finito.

5. Sio(a) = m y an = e, entoncesm | n.

Demostracíon.– Los primeros cuatro apartados se obtienen inmediatamente de las
definiciones. Para el apartado 5) basta realizar la división eucĺıdea den entrem, obte-
niendon = q ·m+ r, con0 ≤ r ≤ m− 1, de donde

e = an = aq·m+r = aq·m ⋆ ar = (am)q ⋆ ar = ar.

Comom es el menor estrictamente positivo tal queam = e, debe serr = 0 y, por
tanto,m | n. Q.E .D.

67
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Observacíon.–El siguiente resultado nos da el orden de todos los elementosde un grupo
ćıclico finito.

Proposición.–SeaG = 〈a〉 = Cn un grupo ćıclico de orden finiton. Entonces,∀m, 0 ≤
m < n, se verifica que

o(am) =
n

mcd(n,m)
.

Demostracíon.–Sea

d = mcd(m,n), m = m′d, n = n′d.

En primer lugar tenemos que(am)n
′

= amn
′

= (an)m
′

= e. Supongamos que(am)t =
amt = e. Por definicíon de orden esn | mt, es decirmt = nk. Dividiendo pord,

m′t = n′k =⇒ n′ | m′t.

Comom′ y n′ son primos entre sı́, esn′ | t. Q.E .D.

4.5. Teorema de Lagrange

Definición.–SeanG un grupo yH ⊂ G un subgrupo. SobreG definimos las relaciones
∼H y H ∼ de la manera siguiente: Dadosx, y ∈ G,

x ∼H y ⇔ x′ ⋆ y ∈ H x H ∼ y ⇔ y ⋆ x′ ∈ H.

Proposición.–En las condiciones de la definición anterior, las relaciones∼H y H ∼ son
relaciones de equivalencia.

Demostracíon.–Se comprueba que ambas relaciones verifican las propiedades:

1. Reflexiva:∀x ∈ G, x ∼ x.

2. Siḿetrica:∀x, y ∈ G, x ∼ y ⇒ y ∼ x.

3. Transitiva:∀x, y, z ∈ G, x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z.

Q.E .D.

Proposición.–SeanG un grupo ya ∈ G. Consideremos los conjuntos

a ⋆ H = {a ⋆ h | h ∈ H}, H ⋆ a = {h ⋆ a | h ∈ H}.

Se tiene:

1. a ⋆ H es la clase de equivalencia dea para la relacíon∼H .

2. H ⋆ a es la clase de equivalencia dea para la relacíonH∼.
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Demostracíon.– Basta probar el primer apartado, pues el segundo es análogo. Sea
a ∈ G y llamemos̄a a su clase de equivalencia por∼H , es decir,

ā = {b ∈ G | a ∼H b} = {b ∈ G | a′ ⋆ b ∈ H}.

Probaremos por doble inclusión quēa = a ·H. Si b ∈ ā, entoncesa′ ⋆b ∈ H, es decir,
existeh ∈ H tal quea′ ⋆ b = h, de donde

b = a ⋆ h ∈ a ⋆ H.

Si b ∈ a ⋆ H, existeh ∈ H tal queb = a ⋆ h, de donde

a′ ⋆ b = h ∈ H ⇒ a ∼H b.

Q.E .D.

Proposición.- SiG es un grupo abeliano, entonces∼H y H∼ coinciden.

SeanG un grupo yH un subgrupo, notaremos

G:H =
G

∼H

, H:G =
G

H∼ .

Observacíon.– Las clases de equivalencia de una relación de equivalencia son una par-
tición del conjunto total, es decir, dadas dos clases de equivalencia, o son disjuntas, o
coinciden. En consecuencia, si tomamosx, y ∈ G, tenemos que, o bienx ⋆H = y ⋆H, o
bienx⋆H∩y⋆H = ∅. Análogamente se tiene que, dadosx, y ∈ G, o bienH⋆x = H⋆y,
o bienH ⋆ x ∩H ⋆ y = ∅.

Ejemplos.–Algunas relaciones de equivalencia de este tipo.

1. Sean ∈ Z, n > 0. Se tiene

Z:Zn = Zn:Z = {0 + Zn, . . . , (n− 1) + Zn},

donde las clases anteriores son distintas entre sı́.

2. Consideremos el subgrupoH ⊂GL(2,C) dado por

H =

{(
λ 0
0 λ

)
:λ = 1,−1, i,−i

}
.

Para todoA ∈GL(2,C), A ·H = H · A. Por tanto∼H=H∼, aún sin ser GL(2,C)
un grupo abeliano.

3. SeaH ⊂GL(2,C) el subgrupo

H =

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
−1 0
0 −1

)
,

(
0 −i
−i 0

)}
.

Sea la matriz

A =

(
3 2
5 4

)
,
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se tiene que:

A ·H =

{(
3 2
5 4

)
,

(
2i 3i
4i 5i

)
,

(
−3 −2
−5 −4

)
,

(
−2i −3i
−4i −5i

)}

H · A =

{(
3 2
5 4

)
,

(
5i 4i
3i 2i

)
,

(
−3 −2
−5 −4

)
,

(
−5i −4i
−2i −2i

)}
.

ComoA ·H 6= H · A, es∼H 6=H∼.

Definición.– Dado un grupo finitoG, definimos suorden, que notaremos|G|, como el
cardinal del conjuntoG.

Teorema de Lagrange.–. SeaG un grupo finito,H ⊂ G un subgrupo. Entonces|H|
divide a|G|.

Demostracíon.–Consideremos la relación∼H sobreG. ComoG es finito, habŕa śolo
un ńumero finito de clases de equivalencia distintas. Seanéstasa1 ⋆H, . . . , ar ⋆H. Como
G es uníon disjuntas de estas clases, será

|G| = #(a1 ⋆ H) + · · · + #(ar ⋆ H).

SeaH = {h1, . . . , hn}, entoncesai ⋆H = {ai ⋆ h1, . . . , ai ⋆ hn}, 1 ≤ i ≤ r. Veamos que
#(ai ⋆ H) = |H|, 1 ≤ i ≤ r. En efecto, siai ⋆ hj = ai ⋆ hl se deduce que, multiplicando
a izquierda por el siḿetrico deai, hj = hl. Por tanto los elementos de la claseai ·H son
todos distintos. Luego|G| = r · |H|. Q.E .D.

Corolario.– SeanG un grupo de orden finito yH ⊂ G un subgrupo. El ńumero de clases
de equivalencia para∼H coincide con el ńumero de clases de equivalencia paraH∼ y es
igual a|G|/|H|.

Demostracíon.–La demostracíon del teorema de Lagrange podı́a haberse hecho con
la relacíonH∼. Q.E .D.

Definición.– SeanG un grupo yH ⊂ G un subgrupo. Se llamáındicedeH enG al
número de clases de equivalencia para la relación∼H (o H∼), es decir, al ńumero

i(G : H) =
|G|
|H| .

Corolario.– SeanG un grupo finito y, K ⊂ G subgrupos. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. Para cadaa ∈ G se tiene queo(a) divide a|G|.

2. Si el orden deG es primo, entoncesG es ćıclico y no tiene ḿas subgrupos que los
triviales.

3. Si |H| y |K| son primos entre sı́, entoncesH ∩K = {1}.

Demostracíon.–Todos son consecuencias casi inmediatas del Teorema de Lagrange.

1. Seaa ∈ G y consideremos el subgrupo〈a〉 ⊂ G. Sabemos queo(a) = |〈a〉|. Por
otro lado, el teorema de Lagrange dice que|〈a〉| divide a|G|.
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2. Seaa ∈ G, a 6= 1. El subgrupo〈a〉 ⊂ G no es trivial y su orden divide al número
primo |G|, luego debe sero(a) = |G|. De dondeG = 〈a〉. Si no existea ∈ G,
a 6= 1, entoncesG = {1} es ćıclico.

3. H ∩K es un subgrupo deH y deK, luego|H ∩K| debe dividir a|H| y a |K|, que
son primos entre sı́. De donde|H ∩K| = 1 y H ∩K = {1}. Q.E .D.

4.6. Subgrupos normales. Grupo cociente y grupo pro-
ducto.

SiG es un grupo yH es un subgrupo, hemos visto en el tema anterior que los conjuntos
cocientesG:H y H:G son generalmente distintos y no siempre heredan la estructura de
grupo deG. Nos interesa estudiar los subgrupos para los cuales esto noocurre.

Lema.– SeanH1 ⊆ H2 subgrupos de un grupoG. Entonces∀g, g̃ ∈ G, se verifica que
g ⋆ H1 ⋆ g̃ ⊆ g ⋆ H2 ⋆ g̃.

Proposición.–SeaH un subgrupo de un grupoG. Las condiciones siguientes son equi-
valentes:

1. Las relaciones∼H y H∼ coinciden, es decir,x ⋆ H = H ⋆ x para todox ∈ G.

2. Para todox ∈ G, se tiene⊂ H.

3. Para todox ∈ G, se tienex ⋆ H ⋆ x′ = H.

Demostracíon.–Seguiremos el esquema1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 1.

1 ⇒ 2 Supongamos quex ⋆ H = H ⋆ x para todox ∈ G. Seax ⋆ h ⋆ x′ ∈ x ⋆ H ⋆ x′.
Comox ⋆ h ∈ x ⋆H = H ⋆ x, se tiene que∃h̃ ∈ H tal quex ⋆ h = h̃ ⋆ x. Entonces
x ⋆ h ⋆ x′ = h̃ ⋆ x ⋆ x′ = h̃ ∈ H.

2 ⇒ 3 Supongamos que, para todox ∈ G, x ⋆ H ⋆ x′ ⊂ H. Por el lema tenemos que
x′ ⋆ x ⋆ H ⋆ x′ ⋆ x ⊂ x′ ⋆ H ⋆ x, ∀x ∈ G, y por tantox ⋆ H ⋆ x′ = H.

3 ⇒ 1 Supongamos poŕultimo que para todox ∈ G se tienex ⋆ H ⋆ x′ = H. Por el lema
tenemos quex ⋆ H = x ⋆ H ⋆ x′ ⋆ x = H ⋆ x.

Q.E .D.

Definición.–Un subgrupoH deG se dicenormalenG si satisface alguna de las condi-
ciones anteriores, y lo notaremosH ⊳ G.

Proposición.– SeaH es un subgrupo normal deG, el conjunto cocienteG:H = H:G,
que notaremosG/H, es un grupo con la operación inducida por la deG.

Demostracíon.–El producto de clases se define de la siguiente manera:

(x ⋆ H) ⋆ (y ⋆ H) = (x ⋆ y) ⋆ H,∀x, y ∈ G.
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Veamos que esta operación est́a bien definida, es decir, no depende del representante
elegido. En efecto, seanx ⋆ H = x̃ ⋆ H, y ⋆ H = ỹ ⋆ H, tenemos que probar que
(x ⋆ y) ⋆H = (x̃ ⋆ ỹ) ⋆H, o, equivalentemente, quex′ ⋆ y′ ⋆ x̃ ⋆ ỹ ∈ H. Comoy′ ⋆ ỹ ∈ H,
es

x′ ⋆ y′ ⋆ ỹ ∈ x′ ⋆ H = x̃′ ⋆ H = H ⋆ x̃′.

Luego, multiplicando por̃x a la derecha se tiene que

x′ ⋆ y′ ⋆ x̃ ⋆ ỹ ∈ H.

El neutro ese ⋆H = H, y el siḿetrico dex⋆H esx′ ⋆H. AdemásG/H seŕa abeliano
siG lo es.

Ejemplos.–Algunos grupos normales y no normales.

1. {1} ⊳ G.

2. Todos los subgrupos de un grupo abeliano.

3. El conjunto de todas las matrices diagonales regulares esun subgrupono normal
del grupo lineal GL(n,Q).

4. El conjunto de las matrices escalaresλI, conλ ∈ Q, es un subgrupo normal del
grupo lineal GL(n,Q).

Observacíon.–A diferencia de la operación cociente, la operación de producto de grupos
es mucho ḿas natural y sencilla.

Definición.–Sean(G1, ⋆1), . . . , (Gn, ⋆n) grupos. En el conjuntoG1×· · ·×Gn definimos
la siguiente operación binaria:

(a1, . . . , an) ⋆ (b1, . . . , bn) = (a1 ⋆1 b1, . . . , an ⋆n bn).

Proposición.–(G1 × · · · ×Gn, ⋆) es un grupo.

Demostracíon.–Se verifican las propiedades de manera casi directa:

1. La operacíon⋆ es asociativa por serlo cada una de las operaciones⋆i, i = 1, . . . , n.

2. Si ei es el elemento neutro del grupo(Gi, ⋆i), con i = 1, . . . , n, entonces
(e1, . . . , en) es el elemento neutro de(G1 × · · · ×Gn, ⋆).

3. El siḿetrico de un elemento(a1, . . . , an) ∈ G1 × · · · × Gn es(a′1, . . . , a
′
n), donde

cadaa′i es el siḿetrico deai en el grupo(Gi, ⋆i), coni = 1, . . . , n.

Q.E .D.

Proposición.–En las condiciones anteriores,(G1 × · · · × Gn, ⋆) es abeliano si y śolo si
cada(Gi, ⋆i), coni = 1, . . . , n, lo es.

Demostracíon.–Es inmediato. Q.E .D.

Proposición.–Dados dos grupos cı́clicosCn y Cm, se tiene queCn × Cm es ćıclico si y
sólo si mcd(n,m)=1
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Demostracíon.– Supongamos, en primer lugar,Cn = 〈a〉 y Cm = 〈b〉 siendon y
m primos entre śı y notaremos1 el elemento neutro en ambos grupos. Consideramos
entonces(a, b) ∈ Cn × Cm. Entonces tenemos que

(a, b)r = (1, 1) =⇒ ar = 1, br = 1 =⇒ n|r, m|r

y, por ser entones mcd(n,m) = 1, ha de sernm|r. Como(a, b)nm = 1 concluimos que
Cn × Cm = 〈(a, b)〉.

En el otro sentido, supondremos que mcd(n,m) = d > 1. Entonces es sencillo
comprobar que, para cualesquierar, s ∈ N,

(ar, bs)nm/d =
(
an(rm/d), bm(sn/d

)
= (1, 1),

luego ninǵun elemento tiene ordennm y el grupo producto no es cı́clico. Q.E .D.

4.7. Homomorfismos de grupos.

Cuando definimos aplicaciones entre grupos, nos interesan especialmente aqúellas que
conservan las operaciones.Éstas son los homomorfismos de grupos.

Definición.– Sean(G, ⋆) y (S, •) dos grupos, de elementos neutroseG y eS, donde no-
taremos porg′ el inverso deg si g ∈ G, y por s̃ si s ∈ S.

Un homomorfismo de gruposdeG enS es una aplicaciónf :G→ S tal que

f(x ⋆ y) = f(x) • f(y)

para cualesquierax, y ∈ G.

Algunos tipos especiales de homomorfismos son:

1. CuandoG = S, f se dice un endomorfismo.

2. Llamamosmonomorfismosa los homomorfismos inyectivos yepimorfismosa los
homomorfismos sobreyectivos de grupos.

3. Cuandof : G −→ S es biyectivo, se dice un isomorfismo.

4. Cuandof es un endomorfismo biyectivo deG, se dice un automorfismo deG.

Proposición.– Si f :G −→ S es un homomorfismo, se tiene quef(eG) = eS y que
f(x′) = f̃(x), ∀x ∈ G.

Demostracíon.– Para ver la primera propiedad, tomamoss ∈ S cualquiera, pero tal
que existag ∈ G conf(g) = s. Entonces

f(eG) • s = f(eG) • f(g) = f(eG ⋆ g) = f(g) = s =⇒ f(eG) = s • s̃ = eS.

La otra propiedad se deduce inmediatamente deésta. Q.E .D.

Ejemplos.–Algunos homomorfismo de grupos sencillos.
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1. La aplicacíon constantef :G −→ S, f(x) = eS ∀x ∈ G, es un homomorfismo.

2. SeaG un grupo yx ∈ G. La aplicacíon ix:G → G, ix(y) = x ⋆ y ⋆ x′ es un
homomorfismo. Adeḿasix es biyectiva y(ix)−1 = ix′.

3. SiH ⊂ G es un subgrupo, la inclusión deH enG es un homomorfismo inyectivo.

4. SiH⊳G, la proyeccíon cańonicaπ:G→ G/H, π(x) = x⋆H, es un homomorfismo
sobreyectivo de grupos.

Observacíon.–El conjunto de los automorfismos de un grupoG, Aut(G), es un grupo con
la composicíon de aplicaciones. La aplicación i:G 7−→ Aut(G) definida pori(x) = ix,
para cadax ∈ G, es tambíen un homomorfismo de grupos.

Proposición.–Seaf :G −→ S un homomorfismo de grupos:

1. SiH ⊂ G es un subgrupo,f(H) es un subgrupo deS. En particular, la imagen
Im(f) = {f(g) | g ∈ G} es un subgrupo deS.

2. Si T ⊂ S es un subgrupo (normal),f−1(T ) es un subgrupo (normal) deG. En
particular, el ńucleo def ,

ker(f) = f−1 ({eS}) ,

es un subgrupo normal deG.

3. f es un monomorfismo si y sólo si ker(f) = {eG}.

Demostracíon.–Fijamosf :G −→ S y las notaciones anteriores.

1. f(H) = {s ∈ S | ∃x ∈ G tal quef(x) = s}. ComoeS = f(eG) ∈ f(H), f(H)
es no vaćıo. Seans, t ∈ f(H), seanx, y ∈ H tales quef(x) = s y f(y) = t.
Entonces

s • t̃ = f(x) • f̃(y) = f(x) • f(y′) = f(x ⋆ y′) ∈ f(H)

pues, por serH subgrupo,x ⋆ y′ ∈ H.

2. La prueba de que
f−1(T ) = {x ∈ G | f(x) ∈ T}

es un subgrupo deG es ańaloga a la del apartado anterior. Veamos que siT ⊳ S
entoncesf−1(T ) ⊳ G. Basta demostrar que

x ⋆ f−1(T ) ⋆ x′ ⊂ f−1(T ) ∀x ∈ G.

Seax ⋆ y ⋆ x′ ∈ x ⋆ f−1(T ) ⋆ x′, conf(y) ∈ T . Entonces

f(x ⋆ y ⋆ x′) = f(x) • f(y) • f̃(x) ∈ f(x) ⋆ T ⋆ f̃(x) ⊂ T

por serT ⊳ S. De dondex ⋆ y ⋆ x′ ∈ f−1(T ) y f−1(T ) ⊳ G.
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3. Supongamos en primer lugar quef es inyectiva, es decir, sif(x) = f(y) entonces
x = y. Seax ∈ ker(f), entonces

f(x) = eS = f (eG) ,

de dondex = eG y ker(f) = {eG}.

Supongamos ahora que ker(f) = {eG} y seanx, y ∈ G tales quef(x) = f(y),
entonces:

f(x) = f(y) =⇒ eS = f(x) • f̃(y) = f(x ⋆ y′) =⇒

=⇒ x ⋆ y′ ∈ ker(f) = {eG} =⇒ x ⋆ y′ = eG =⇒ x = y.

Luegof es inyectiva.

Q.E .D.

Definición.– El núcleo del homomorfismoi:G → Aut(G) es el conjuntoC(G) de los
elementos deG que conmutan con todos los demás elementos deG, llamadocentrodeG.

4.8. Teoremas de isomorfı́a

Observacíon.– Por conveniencia, notaremos a partir de ahora la composición de homo-
morfismos por simple yuxtaposición. Es un ejercicio sencillo comprobar que, si

G
f−→ S

g−→ X

son homomorfismos de grupos,gf : G 7−→ X tambíen lo es.

Lema.–Seanf :G −→ S un homomorfismo de grupos yH ⊳G tal queH ⊂ ker(f). Ex-
iste unúnico homomorfismof ′:G/H −→ G′ tal quef = f ′π, dondeπ es la proyeccíon
cańonica que llevax enx ⋆ H.

Demostracíon.–Sea la aplicación

f ′ : G/H −→ S

x ⋆ H 7−→ f ′(x ⋆ H) = f(x)

Veamos que está bien definida, es decir, si tomamosy ∈ G tal quey ⋆ H = x ⋆ H,
entoncesf ′(y ⋆ H) = f ′(x ⋆ H). Por definicíon,f ′(y ⋆ H) = f(y) y f ′(x ⋆ H) = f(x),
luego nos preguntamos si, en estas condiciones,f(y) = f(x). Sabemos, por serH ⊳ G,
que

y ⋆ H = x ⋆ H ⇔ x′ ⋆ y ∈ H ⊂ ker(f).

De dondeeS = f(x′ ⋆ y) = f̃(x) • f(y) y, por tanto,f(y) = f(x).

Comprobemos ahora quef ′ es homomorfismo:

f ′((x⋆H)⋆ (y ⋆H)) = f ′((x⋆y)⋆H) = f(x⋆y) = f(x)•f(y) = f ′(x⋆H)•f ′(y ⋆H).

75
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Falta ver que eśunico. Seag : G/H 7−→ S tal quef = gπ. Entonces, para todo
x ∈ G,

f ′(x ⋆ H) = f(x) = gπ(x) = g(π(x)) = g(x ⋆ H).

Luegof ′ = g. Q.E .D.

Primer teorema de isomorf́ıa.–Seaf :G −→ S un homomorfismo de grupos. Se induce
de modo natural un isomorfismo

f : G/ker(f) −→ Im(f)

que factorizaf = i f π, siendoπ el epimorfismo deG sobreG/ker(f) e i la inclusíon de
Im(f) enS.

Demostracíon.–Basta definirf como se definío f ′ en el lema anterior.

f : G/ker(f) −→ Im(f)

x ⋆ ker(f) 7−→ f(x ⋆ ker(f)) = f(x)

De igual manera que en el lema anterior, se comprueba quef est́a bien definida y que
es un homomorfismo.

Seax ∈ G tal quef(x ⋆ ker(f)) = eS, es decir, seax ⋆ ker(f) ∈ ker(f). Entonces

eS = f(x ⋆ ker(f)) = f(x) =⇒ x ∈ ker(f) =⇒ x ⋆ ker(f) = eG ⋆ ker(f).

Luego ker(f) = eG ⋆ ker(f) y f es inyectiva.

Por otro lado, sis ∈ Im(f), existex ∈ G tal quef(x) = s, luegof(x ⋆ ker(f)) = s y
f es sobreyectiva. Q.E .D.

Segundo teorema de isomorfı́a.– Seaf :G −→ S un homomorfismo sobreyectivo de
grupos. SeaJ ⊳ S y pongamosH = f−1(J). Entoncesf induce un isomorfismo deG/H
enS/J .

Demostracíon.– Seaπ la proyeccíon deS enS/J , que es un homorfismo sobreyec-
tivo. Luego la composiciónπ f es un homomorfismo sobreyectivo deG enS/J .

Seax ∈ G tal queπ f(x) = eS • J , es decir,x ∈ ker(π f). Entonces

eS • J = π f(x) = π(f(x)) = f(x) • J ⇐⇒ f(x) ∈ J ⇐⇒ x ∈ H.

Luego ker(π f) = H y, aplicando elprimer teorema de isomorfı́a, se tiene un isomorfismo
deG/H enS/J . Q.E .D.

Corolario.– SiH1 y H2 son subgrupos normales deG tales queH1 ⊂ H2, se tiene:

1. H2/H1 es un subgrupo normal deG/H1.

2. (G/H1)/(H2/H1) es isomorfo aG/H2.

Demostracíon.–Veamos ambos enunciados por separado.

1. Primero hemos de ver queH1 ⊳ H2. Seax ∈ H2 ⊂ G, comoH1 ⊳ G, se tiene
x ⋆ H1 = H1 ⋆ x. de dondeH1 ⊳ H2.
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Luego podemos considerar el cocienteH2/H1, que es un subgrupo deG/H1. Con-
sideremos entonces

(x ⋆ H1) ⋆ (y ⋆ H1) ⋆ (x′ ⋆ H1) ∈ (x ⋆ H1) ⋆ (H2/H1) ⋆ (x′ ⋆ H1) ,

conx ∈ G ey ∈ H2 arbitarios. Por serH1 ⊳ G, se tiene

(x ⋆ H1) ⋆ (y ⋆ H1) ⋆ (x′ ⋆ H1) = (x ⋆ y ⋆ x′) ⋆ H1.

ComoH2 ⊳ G, se tienex ⋆ H2 ⋆ x
′ ⊂ H2. Luego

(x ⋆ y ⋆ x′) ⋆ H1 ∈ H2/H1,

de dondeH2/H1 ⊳ G/H1.

2. Basta considerar el epimorfismo proyección π:G −→ G/H1 para concluir que
(G/H1)/(H2/H1) y G/H2 son isomorfos.

Q.E .D.

Tercer teorema de isomorf́ıa.–SeanG un grupo yN yH subgrupos deG. Supongamos
queN ⊳ G. Entonces:

1. (N ∩H) ⊳ H y N ⊳ (NH).

2. La inclusíon deH enNH induce un isomorfismo deH/(N ∩H) en(NH)/N .

Demostracíon.–Se deja como ejercicio probar(N ∩H) ⊳ H y N ⊳ (NH). La com-
posicíon de la inclusíon deH enNH con la proyeccíon deNH sobre(NH)/N es un
epimorfismo cuyo ńucleo coincide conN ∩H, de donde el resultado es una consecuencia
directa del primer teorema de isomorfı́a. Q.E .D.
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Tema 5. Anillos y cuerpos.

5.1. Anillos (I): Unidades y divisores de cero.

Definición.–Unanillo es una terna(A,+, ·) formada por un conjuntoA y dos operaciones
internas y binarias+, · verificando:

1. El par(A,+) es un grupo abeliano, cuyo elemento neutro llamaremos normalmente
“cero (0)”.

2. La operacíon binaria· es asociativa y tiene elemento neutro, que llamaremos nor-
malmente “uno (1)”.

3. La operacíon · esdistributivaa la derecha y a la izquierda respecto de la operación
+, i.e. para todosx, y, z ∈ A, se tiene(x+y)·z = x·z+y ·z, x·(y+z) = x·y+x·z.

Si adeḿas la operación · es conmutativa, diremos que el anillo es conmutativo.

Observacíon.–Algunas notas a la definición.

1. En general se usará la expresíon “seaA un anillo”, sobreentendiendo las opera-
ciones. La operación · se notaŕa normalmente por simple yuxtaposición.

2. En un anilloA se tiene0 · x = x · 0 = 0 para todox ∈ A.

3. Si en un anilloA se tiene1 = 0, entoncesA = {0}.

4. Para todox, y ∈ A, ese tienex(−y) = (−x)y = −(xy).

5. SiA1, . . . , An son anillos, el producto cartesianoA1×· · ·×An posee una estructura
natural de anillo, donde las operaciones están definidas componente a componente.

Ejemplos.-Anillos bien conocidos.

1. Z, Q, R, C son anillos conmutativos. La estructura de anillo deZ viene determi-
nada por la de grupo aditivo: el producto de dos enterosxy coincide con el ḿultiplo
dey con coeficientex. Aśı pues, la estructura de anillo deZ no ãnade nada nuevo
a la de grupo. Esto es falso paraQ, R y C en los que, obviamente, la estructura
multiplicativa no viene determinada por la aditiva.

2. Las congruencias ḿodulom, Z/Zm son un anillo conmutativo con la suma y el
producto que hemos definido en el tema 2.

3. El conjuntoM(n) de las matricesn×n sobreZ, Z/Zp, Q, R o C es un anillo, con
respecto a la adición y la multiplicacíon ordinaria de matrices. No es conmutativo.
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4. SiA es un anillo conmutativo, el conjuntoA[x1, . . . , xn] de los polinomios enn
indeterminadas con coeficientes enA es tambíen un anillo conmutativo.

Definición.– SeaA un anillo. Unaunidades un elemento que posee un simétrico mul-
tiplicativo (a la izquierda y a la derecha), que llamaremosinverso. El conjunto de las
unidades deA es un grupo para el producto y se notaráA∗.

Un cuerpoes un anillo conmutativo tal que todo elemento distinto de cero es una
unidad, i.e.A∗ = A− {0}.

Ejemplos.–Algunos casos sencillos de unidades.

1. Las unidades deZ son1,−1.

2. Las unidades deZ/Zn son los elementosa+ Zn tales que mcd(a, n) = 1.

3. Los anillosQ, R, C son cuerpos. El anilloZ/Zn lo es si y śolo sin es primo.

4. El grupo de las unidades del anilloM(n, k) conk = Q, R ó C es GL(n, k).

Observacíon.– A partir de ahora śolo trabajaremos con anillos conmutativos. Ası́ pues,
la palabra ‘anillo’ significaŕa siempre anillo conmutativo.

Definición.–SeaA un anillo. Un elementox ∈ A se llamaŕa undivisor de cerosi y śolo
si es distinto de cero y existey ∈ A, y 6= 0, tal quexy = 0. Un anillo sin divisores de
cero se llama undominio de integridad.

Un elementox ∈ A se llamaŕa nilpotentesi es distinto de cero y existe un entero
n > 0 tal quexn = 0.

Observacíon.– En un dominio de integridad se da la propiedad cancelativa por el pro-
ducto de elementos no nulos:

a 6= 0, ab = ac⇒ b = c.

lo cual hace que estos anillos sean particularmente cómodos a la hora de hacer cálculos.

Ejemplos.–Divisores de cero y elementos nilpotentes.

1. Las unidades no son divisores de cero, ya que six es ambas cosas existirı́any, z ∈
A, conz 6= 0 tales queyx = 1 y xz = 0, de donde

z = 1 · z = yxz = y · 0 = 0.

Aśı, todo cuerpo es un dominio de integridad.

2. Z es un dominio de integridad.

3. El anillo Z/Z4 no es un dominio de integridad. El elemento2 es nilpotente en
Z/Z4.

4. Todos los elementos no nulos deZ/Zn son unidades o divisores de cero, pero esto
no es cierto en todos los anillos (no lo es, por ejemplo, enZ o enk[x]).
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5.2. Anillos (II): Ideales.

El concepto equivalente a subgrupo para anillos no es, como podŕıa esperarse, el de sub-
anillo. En efecto, siR ⊂ A son dos anillos (con las mismas operaciones) no se puede
definir, en general, una estructura coherente de anillo en elgrupo cocienteA/R.

A mediados del siglo XIX, Dedekind buscaba una generalización de la factorización
única en primos que se tiene enZ para unos anillos denominadosanillos de enteros alge-
braicos. Estos anillos, que contienen aQ y est́an contenidos enC, no verifican en general
que exista una factorización única en elementos irreducibles. Por ello, Dedekind pensó
sustituir la factorizacíon tradicional, en producto de elementos del anillo, por un concepto
que denomińelementos ideales. Conviene destacar que la idea original ya la tuvo Kummer
algunos ãnos antes, buscando la demostración del Teorema de Fermat.

Sin embargo, para mantener las propiedades de la divisibilidad tradicional, Dedekind
penśo que sus elementos ideales debı́an verificar las propiedades análogas a la divisibili-
dad. Esto es:

1. Sia|b y a|c, entoncesa|(b+ c).

2. Sia|b, entoncesa|bc, para todoc.

El resultado de esta magnı́fica idea fue el concepto que hoy denominamosideal de un
anillo.

Definición.–SeaA un anillo. UnidealdeA es un subconjuntoI deA que verifica:

1. I es un subgrupo del grupo aditivo deA.

2. Para todoa ∈ I , x ∈ A se tienexa ∈ I.

Observacíon.–SeaI ⊂ A un ideal deA. Se tiene:

1. SiI contiene una unidad, entoncesI = A.

2. A es un cuerpo si y śolo si susúnicos ideales son{0} y A.

3. Los ideales deZ y los subgrupos son la misma cosa, pues la estructura multiplica-
tiva viene determinada por la aditiva. El apartado anteriorprueba entonces de nuevo
queZ/Zn es un anillo.

Observacíon.– En realidad no hace falta comprobar queI es un subgrupo aditivo.
Para ver siI es ideal es suficiente probar (comparar con las propiedades que buscaba
Dedekind):

1. Sia, b ∈ I, entoncesa+ b ∈ I.

2. Sia ∈ I y c ∈ A, entoncesac ∈ I.
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Asombrosamente, el concepto de Dedekind es precisamente elque permite dotar de
estructura de anillo a los cocientes.

Proposición.–El grupo cocienteA/I admite una estructura canónica de anillo.

Demostracíon.–En efecto, basta ver que la fórmula

(a+ I)(b+ I) = ab+ I

define una operación enA/I.

Si a+ I = a′ + I y b+ I = b′ + I esa− a′ ∈ I, y b− b′ ∈ I. Aśı

ab− a′b′ = ab− ab′ + ab′ − a′b′ = a(b− b′) + (a− a′)b′ ∈ I,

lo que prueba nuestro aserto. Q.E .D.

Definición.- SeanA,B anillos,f : A → B una aplicacíon. Se diŕa quef es unhomo-
morfismode anillos si verifica:

1. Para cualesquierax, y ∈ A, esf(x+ y) = f(x) + f(y).

2. Para cualesquierax, y ∈ A, esf(xy) = f(x)f(y).

3. f(1) = 1.

Un homomorfismo biyectivo se llama unisomorfismoy los anillos entre los cuales se
puede establecer un isomorfismo se llaman anillos isomorfos.

Proposición.– Seaf : A −→ B un homomorfismo de anillos. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. El conjunto
ker(f) = {a ∈ A | f(a) = 0}

es un ideal deA, y f es inyectivo si y śolo siker(f) = {0}.

2. Siu ∈ A es una unidad, entoncesf(u) es una unidad enB. En particular cualquier
homomorfismo (de anillos) entre cuerpos es inyectivo.

3. El conjunto
im(f) = {b ∈ B | ∃a ∈ A, f(a) = b}

es un subanillo deB (esto es, un anillo dentro deB, con las mismas operaciones).

Primer teorema de isomorf́ıa.– Seaf : A −→ B un morfismo de anillos. Entonces
A/ ker(f) es isomorfo a im(f).

Segundo teorema de isomorfı́a.–SeaA un anillo,I ⊂ A un ideal, yB ⊂ A un subanillo.
EntoncesB + I = {b + a : b ∈ B, a ∈ I} es un subanillo deA, I es un ideal deB + I,
B ∩ I es un ideal deB, y existe un isomorfismo de anillos

(B + I)/I ∼= B/(B ∩ I).

Tercer teorema de isomorf́ıa.– SeaA un anillo y seanI, J ideales deA con I ⊂ J .
EntoncesJ/I es un ideal deA/I y A/J es isomorfo a(A/I)/(J/I).
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Demostracíon.–Las tres demostraciones son análogas a las hechas en el tema anterior
para homomorfismos de grupos. Q.E .D..

Hay que tener cuidado, porque no todas las propiedades de loshomomorfismos de
grupos se amplı́an directamente a los homomorfismo de anillos.

Proposición.–Seaf :−→ B un homomorfismo de anillos.

1. SiI ⊂ A es un ideal,f(I) noes, en general, un ideal deB.

2. SiI ⊂ A es un ideal yf es sobreyectiva,f(I) es un ideal deB.

3. SiJ ⊂ B es un ideal,f−1(J) es un ideal deA.

Demostracíon.–Un contraejemplo sencillo para el primer apartado lo da la inclusión
i : Z −→ Q, dado quei(Z) no es un ideal enQ (al ser cuerpo, śolo {0} y Q lo son).

En cuando al caso en quef sea sobreyectiva, tomemosb1, b2 ∈ f(I). Entonces ten-
emosa1, a2 ∈ I tales quef(ai) = bi parai = 1, 2 y, en ese caso

b1 + b2 = f(a1) + f(a2) = f(a1 + a2) ∈ f(I).

Notemos que no hemos usado la sobreyectividad def aún. Ahora, si tomamos un
y ∈ B cualquiera, tenemos que debe existirx ∈ A conf(x) = y y entonces

yb1 = f(x)f(a1) = f(xa1) ∈ f(I).

Para demostrar la tercera propiedad, tomemosa1, a2 ∈ f−1(I). Entoncesf(ai) ∈ I,
parai = 1, 2, y

f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2) ∈ I,

luegoa1 + a2 ∈ f−1(I). Por otra parte, six ∈ A tenemos que

f(xa1) = f(x)f(a1) ∈ I,

de dondexa1 ∈ f−1(I) y hemos terminado. Q.E .D.

5.3. Cuerpo de fracciones. Caracterı́stica.

Terminamos el desarrollo teórico con dos conceptos importantes: el cuerpo de fracciones,
que permite construir un cuerpo a partir de un dominio de integridad, y la caracterı́stica,
que es un elemento crucial a la hora de clasificar cuerpos.

Observacíon.–SeaA un dominio de integridad y llamemosA∗ = A\{0}. Consideremos
la relacíon binaria∼ definida enA× A∗ por

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇔ ab′ = a′b.

Es f́acil verificar que∼ es una relación de equivalencia. LlamamosQ(A) al conjunto
cociente(A×A′)/ ∼, y los elementos deQ(A) los notaremos comoa

b
, representando ası́

la clase de equivalencia de(a, b).
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Se tienen las siguientes operaciones definidas enQ(A):

Suma:
a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
.

Producto:
a

b
· c
d

=
ac

bd
.

Proposición.– Las operaciones están bien definidas, esto es, siab′ = a′b y cd′ = c′d,
entonces

ad+ bc

bd
=
a′d′ + b′c′

b′d′
,

ac

bd
=
a′c′

b′d′
.

Proposición.–Q(A) es un cuerpo, denominado cuerpo de cocientes o fracciones deA.

Proposición.–SeaA un dominio de integridad yQ(A) su cuerpo de fracciones. Se veri-
fica:

1. La aplicacíonϕ : A→ Q(A) definida porϕ(a) = a
1

es un homomorfismo inyectivo
de anillos.

2. (Propiedad universal deQ(A)) SiK es un cuerpo cualquiera, todo homomorfismo
inyectivo de anillosψ : A → K factoriza porϕ, es decir, existe uńunico homo-
morfismo de anillosΦ : Q(A) → K que hace conmutativo el siguiente diagrama:

A K

Q(A)

?

-

�
�

�
���

ψ

ϕ Φ

3. SiL es un cuerpo que verifica la propiedad anterior deQ(A), entoncesL es iso-
morfo aQ(A).

Se tiene, por tanto, queQ(A) es el menor cuerpo que contiene a un dominio de inte-
gridad isomorfo aA, salvo isomorfismo. Dicho de otro modo, todo cuerpo que contiene
a un dominio isomorfo aA, contiene también a un cuerpo isomorfo aQ(A).

Demostracíon.–El primer apartado es trivial. Para el segundo, definimosΦ mediante
la expresíon

Φ
(
a

b

)
= ψ(a)ψ(b)−1.

Hay que verificar queΦ est́a bien definida:

a

b
=
a′

b′
=⇒ ab′ = a′b =⇒ ψ(a)ψ(b′) = ψ(a′)ψ(b) =⇒ ψ(a)ψ(b)−1 = ψ(a′)ψ(b′)−1

lo cual prueba que lo está. Tambíen tenemos que ver que es un homomorfismo de anillos:

Φ

(
a

b
+
a′

b′

)
= Φ

(
ab′ + a′b

bb′

)
= ψ(ab′ + a′b)ψ(bb′)−1 =
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= ψ(a)ψ(b)−1 + ψ(a′)ψ(b′)−1 = Φ
(
a

b

)
+ Φ

(
a′

b′

)
,

y ańalogamente conserva el producto y el elemento unidad. Se comprueba f́acilmente que
Φ hace conmutativo el diagrama, y de hecho es laúnica definicíon posible para que esto
se cumpla, puesto que:

Φ
(
a

b

)
= Φ

(
a

1
· 1

b

)
= Φ

(
a

1

)
· Φ

(
1

b

)
= Φϕ(a)Φϕ(b)−1 = ψ(a)ψ(b)−1.

Veamos poŕultimo la unicidad del cuerpo de fracciones. SeaL un cuerpo verificando
la propiedad universal, conϕ′ : A → L. TomandoK = Q(A), existeφ′ : L → Q(A) tal
queϕ = φ′ϕ′.

Aplicando 2) aK = L y ϕ′, se tiene queϕ′ = Φϕ. De ambas, se tieneϕ = Φ′Φϕ.
Pero aplicando 2) aK = Q(A) y ϕ, se tiene queΦ′Φ y la identidad hacen conmutativo el
correspondiente diagrama; por la unicidad se tiene que

Φ′Φ = id.

Análogamente se tiene queΦΦ′ = id, luegoΦ es el isomorfismo buscado. Q.E .D.

Observacíon.– SeaK un cuerpo. Todo homomorfismo de anillosϕ deZ enK, lleva el
elemento unidad deZ en el elemento unidad deK. Esto define uńıvocamente aϕ. Por
tanto existe uńunico homomorfismo de anillosϕ deZ enK.

Si el homomorfismoϕ deZ enK es inyectivo, se tiene queK contiene a su cuerpo
de fraccionesQ. En ese caso diremos queK es un cuerpo decaracteŕıstica cero.

Los cuerposQ, R y C son de caracterı́stica cero, puesto que contienen aZ. Adeḿas
todo subcuerpoK deC es de caracterı́stica cero. En otro caso el homomorfismoϕ : Z →
K no inyectivo se extiende aC, contradiccíon. Por tanto, todo subcuerpo deC contiene
aQ.

Si ϕ por el contrario no es inyectivo,ker(ϕ) es un idealZp, conp > 0. Por el primer
teorema de isomorfı́aZ/Zp es isomorfo a un subanillo deK, luego no tiene divisores de
cero. Aśı Z/Zp es un dominio de integridad, o equivalentemente un cuerpo, yadeḿas,p
es un ńumero primo. Diremos entonces queK es un cuerpo decaracteŕısticap. En ese
caso se verifica quepx = 0, para cadax ∈ K.

El ejemplo ḿas simple de cuerpo de caracterı́sticap es, obviamente, el propioZ/Zp.
De hecho, dar otro ejemplo no trivial es complejo y corresponde a los objetivos de la
asignaturaEstructuras Algebraicas.

5.4. Eṕılogo: El problema de la factorizacíon.

Finalizamos el contenido teórico de este curso presentando un problema ya mencionado,
que esperamos que sirva como motivación para el alumno, al que le presentaremos un
problema completamente natural pero que necesitará de ḿas desarrollo téorico para abor-
dar. Es el problema de la factorización en elementos irreducibles.
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Definición.–SeaA un anillo. Diremos quex ∈ A es un elemento irreducible cuando no
es una unidad y, six = ab, se tiene forzosamente quea o b son necesariamente unidades.

Observacíon.– Los elementos irreducibles enZ son, obviamente, los números primos,
mientras que los elementos irreducibles dek[x] son, precisamente, los polinomios irre-
ducibles (de ah́ı su nombre).

Ejemplo.–Consideremos el elemento
√
−5 ∈ C. Vamos a formar un anillo con su ayuda,

concretamente
R = Z[

√
−5] =

{
a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z

}
.

Es muy sencillo comprobar que, con la suma y el producto naturales (heredados deC,
por ejemplo),R es un anillo. Aśı mismo, podemos quedarnos con el concepto de norma,
proveniente del ḿodulo de un ńumero complejo:

N(a+ b
√
−5) = (a+ b

√
−5)(a− b

√
−5) = a2 + 5b2.

o, escrito en notación compleja,N(x) = x x.

Observacíon.–No es complicado de ver que la norma verifica las siguientes propiedades:

1. N : R −→ N.

2. N es una aplicación multiplicativa, esto esN(xy) = N(x)N(y).

La norma puede ayudarnos a entender cómo son los elementos de un anillo de este
tipo.

Proposición.–Se verifican las siguientes propiedades:

1. x ∈ R es una unidad si y sólo siN(X) = ±1.

2. x ey son asociados si y sólo x|y y N(x) = N(y).

3. SiN(x) es primo, entonces.x es irreducible.

Demostracíon.–Si x ∈ R es unidad, entonces existey ∈ R tal quexy = 1, de donde

N(xy) = N(x)N(y) = N(1) = 1,

y por tanto,N(x) = ±1. Al revés, siN(x) = ±1 construimos explı́citamente un inverso
dex = a+ b

√
−5,

x−1 =
x

N(x)
∈ R.

La segunda afirmación se sigue directamente de la primera (y de la definición de
elementos asociados).

Ahora, siN(x) es primo yx = ab, entoncesN(x) = N(a)N(b), por lo que bien
N(a), bienN(b), por ser enteros, han de ser±1 y por tanto, biena, bienb son unidad.
Q.E .D.

Fijémonos entonces en cómo podŕıamos factorizar elementos enR. Obviamente, la
demostracíon de que existe una factorización en producto de irreducibles sigue siendo
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válida. En efecto, partimos dex y, si es irreducible, hemos terminado y si no es producto
de dos elementos de norma estrictamente menor, lo que nos permite aplicar la induccíon.

Sin embargo, lo que no está tan claro es que la factorización en irreducibles seáunica.
Por ejemplo, podemos escribir

6 = 2 · 3 =
(
1 +

√
−5
)
·
(
1 −

√
−5
)
.

Claramente no sonla mismafactorizacíon porque

N(2) = 4, N(3) = 9, N
(
1 ±

√
−5
)

= 6,

de forma que los factores que hemos encontrado no son asociados. Aún aśı, bien podŕıa
haber alguna factorización más detallada, o sea, algún irreduciblep que dividiese, por
ejemplo, a2 y a 1 +

√
−5. Perop no puede ser entero, porque2 es primo, y no puede

tener parte compleja, porque entoncesN(p) ≥ 5 luego no puede dividir a2.

Por tanto, independientemente de si2, 3 y 1±
√
−5 son o no irreducibles, las descom-

posiciones anteriores nos llevarán a dos factorizaciones distintas.

Definición.–Un anilloA, sin divisores de cero, en el cual todo elemento se puede descom-
poner de maneráunica (salvo unidadaes) como producto de irreducibles se denomina un
dominio de factorización única(abreviadamente DFU).

En general el problema de determinar si un anillo posee o no factorizacíon única no
es sencillo, aunque sabemos algunos ejemplos muy especiales.

Proposición.– SeaA un anillo en el que todo ideal puede ser generado por un sólo ele-
mento (estos anillos se llamandominios de ideales principaleso DIP). EntoncesA es un
DFU.

Demostracíon.–La demostracíon no es complicada, pero sı́ un poco larga. Los pasos
son los siguientes:

1. Primero demostramos que, siA es un DIP, entonces toda cadena de ideales creciente

I1 ⊂ I2 ⊂ ... ⊂ In ⊂ ...

es estacionaria, esto es, existe unr ∈ N tal queIr = Is para todos > n.

2. Utilizando esto, demostramos que todo elemento se descompone en factores irre-
ducibles de manera finita.

3. Dados dos elementosx, y ∈ A, como existed tal que〈x, y〉 = 〈d〉, probamos que
un tald esunmáximo coḿun divisor dex ey. Y probamos el Teorema de Euclides:
si p es un irreducible tal quep|xy pero mcd(p, x) = 1, entoncesp|y.

4. Finalmente, probamos que el Teorema de Euclides es equivalente a la unicidad de
la factorizacíon. Q.E .D.

Definición.–SeaA un dominio tal que existe una funciónµ : A −→ N∪{0} verificando:

1. Para cualesquierax ∈ A, y ∈ A \ {0}, existe unośunicosq, r ∈ A tales que

a = qb+ r, conµ(r) < µ(b).

86
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2. µ(a) = 0 ⇐⇒ a = 0.

A este procedimiento se le llamadivisión eucĺıdeadeA y, en estas condiciones,A se
denomina undominio eucĺıdeo(abreviadamente DE).

Observacíon.–Z y k[x] son DE, como hemos visto durante el curso, tomando respectiva-
mente,µ = | · | y µ =grado+1. Pero muy pocos anillos lo son, en realidad. Por ejemplo
k[x, y] no lo es, como veremos ahora.

Proposición.–Un DE es un DIP (y, por tanto, un DFU).

Demostracíon.–La demostracíon consiste en, dado un idealI, tomard ∈ I tal que

µ(d) = min
x∈I

{µ(x) | x ∈ I} ,

y probar (no es complicado) queI = 〈d〉. Q.E .D.

Ejemplo.– El anillo k[x, y] no es un DE porque no es un DIP, como se puede ver con-
siderando〈x, y〉.

En la construccíon de DFU, curiosamente, los DE juegan un papel destacado, gracias
al resultado siguiente, con el que terminamos esta sección.

Teorema.–SeaA un DFU. EntoncesA[x] tambíen es un DFU.

Demostracíon.– Comenzamos por definir, como hicimos en el tema 4, el contenido
de un polinomio como el mcd de sus coeficientes. A partir de aquı́ definimos el concepto
de polinomio primitivo (exactamente igual) y probamos que

c(fg) = c(f)c(g),

aśı como el Lema de Gauss (el producto de polinomios primitivoses primitivo). Con
esto, dado un polinomio primitivof(x) ∈ A[x] lo factorizamos enQ(A)[x] en producto
de irreducibles, cosa que podemos hacer porqueQ(A)[x] es un DE y por tanto un DFU:

f(x) = p1(x)...pr(x),

y extraemos un mcm de los denominadores que aparecen en los factores, para escribir

f(x) =
1

m
q1(x)...qr(x),

conm ∈ A y q1(x), ..., qr(x) irreducibles enA[x]. Ahora bien, por serf(x) primitivo se
tiene que ha de serm = 1, luegopi(x) = qi(x) para cadai = 1, ..., r.

Con esto aseguramos la factorización, mientras que la unicidad viene dada porque dos
factorizaciones distintas enA[x] inducen dos factorizaciones distintas enQ(A)[x], lo cual
es imposible por serQ(A)[x] un DFU. Q.E .D.

Continuaŕa...
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