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Tema 1. Lenguaje y Matenaticas.
Conjuntos.

Antes de comenzar decir que supondremos que todos sabemesiglos imeros (na-
turales, enteros, racionales y reales), y que conocempsdpgedades elementales de la
suma y el producto delimeros (asociativa, conmutativa, distributiva,..) Laac@n que
usaremos a lo largo del curso aer

e Los nimeros naturaled\.
e Los nimeros entero¥,.
e Los nimeros racionales).

e Los nimeros realeR.

1.1. Introduccion a la logica proposicional.

En este tema trataremos de desarrollar el uso del lenguajel eontexto de las
matenaticas. A lo largo del mismo, por urmaoposicbn o sentenciadgica entendere-
mos una declaragn que puede ser verdadera o falsa. Por ejemplo:

1) Hoy es lunes.
2) 3 es mayor que 7.
3) He nacido en Sevilla.

En los tres ejemplos es claro (aunque el 3 séa nomplicado comprobarlo) que la
declaraadbn correspondiente es verdadera o falssta es la caractistica fundamental de
las proposiciones. La siguiente declaéac{paradoja) “esta frase es falsa” no puede ser
ni verdadera ni falsa, por tanto no la consideraremos cowmogicon.

Otros ejemplos de declaraciones que no son proposiciones so

1) El color azul es bonito.
2) n €s un fmero par.
3) ¢ Quen ha llegado?
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Consideremos el conjuntB de todas la proposiciones posibles. Este conjunto est
dividido en dos partes: las proposiciones que son verdagdes proposiciones que son
falsas. Lo que pretendemos ver ahora @m@ podemos combinar proposiciones para
obtener otras nuevas y, adasy estudiar@mo se traduce la veracidad o falsedad de las
proposiciones combinadas en la propdsidgiesultante. Generalmente usaremos las letras
p,q,r, ... para representar las proposiciones. Por ejemplo

p : Hoy es lunes

Definicion (Negacon).— Dada una proposion p, definimos la proposién —p (no p)
como la proposidn que es falsa cuangces verdadera, y verdadergss falsa.
Esta definicbn se puede ilustrar en $abla de verdad Una tabla de verdad es la

relacbn exhaustiva de todos los casos posibles de veracidadegéalsjue pueden darse
en cada elemento de una propasici

P

<l

F
\Y
Definicion (Conjuncion).—Dadas dos proposicion@sy ¢, definimosp A ¢ (p 'y ¢) como

la proposicbn que es verdader®ls cuando ambasg; y ¢, son verdaderas. Su tabla de
verdad es:

D q|p/Ng
V|V V
V|F| F
FlV F
F|F F

Definicion (Disyuncion).—Dadas dos proposiciongs ¢, definimos la proposiénp V g
(p 0 g) como aqgella que es verdadera cuando una o ambas proposicionesrdadems.
Su tabla de verdad es:

pla|pVg
VIV Vv
VIF| v
Flv] V
FIF| F

Definicion (Implicacion).— Dadas dos proposiciongsy ¢, definimos la proposién

p — ¢ (p implica¢) como la proposidén que es falsa cuangoes verdadera y falsa, y
verdadera en los deias casos. Llamaremospda hipotesis y a; la conclusbn. Su tabla
de verdad es:

plalp—gq
VIV Vv
VIF| F
FIV| Vv
FIF| Vv

Ya podemos construir numerosos ejemplos de proposicigrass tablas de verdad.
Por ejemplo, la tabla de verdad de la propasicip V q es

5
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Otro ejemplo algo ras complicado: la tabla de verdad @en ¢) — r
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Se observa que las tablas de verdad de la impbecagdel primer ejemplo coinciden.

Definicion.— Diremos que dos proposiciones sld@gicamente equivalentes tienen la
misma tabla de verdad.

Ejemplos.—Los siguientes pares de proposiciones gicamente equivalentes:

a)pV(gAr),(pVq) A(pVr) (propiedad distributiva)
b)pV (¢gVvr),(pVq)Vr(propiedad asociativa)

Definicion.—Diremos que una proposéam es una tautoldg si los valores de su tabla de
verdad son todos verdaderos.

Por ejemplop vV —p. La negaddbn de una tautoldg se denomina contradiéei. Es
decir, una contradicon es una proposian en cuya tabla de verdadls aparece el valor
falso. Por ejemple A —p.

Definicion.—Dadas dos proposicionesy ¢ definimos la proposiéinp < ¢ (p sl y sblo
si ¢) como la proposid@n que es verdadera cuangg ¢ son ambas verdaderasambas
falsas.

Su tabla de verdad es:

nmn<<s
< TR
T

Con esta defini@in se puede comprobar que dos proposicigneg son bgicamente
equivalentes4=>) si la proposigdnp < ¢ es una tautolag.

Para terminar esta sebai veamos @mo actia la negadn sobrev, Ay — . Es un
facil ejercicio comprobar que:
1)~(pVq) <= pA—q
2)=(pNgq) = —pV q.
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Estas propiedades se conocen con el nombre de las leyes dedzMPara ver@nmo
actla la negad@n sobre— basta tener en cuenta que— ¢ < —p V ¢, y aplicando las
leyes de DeMorgan, tenemos que:

—(p—q) <= —(pVq) <= (mp) A—q < pA—q

1.2. Conjuntos. Operaciones asicas.

Definicion.— Llamaremosconjunto a una colecén de objetos que comparten una
propiedad. Para que un conjuntoéBten definido debe ser posible discernir si un objeto
arbitrario est o0 no erel.

Los conjuntos pueden definirse de maneraiekpl citando todos sus elementos entre
llaves, por ejemplo
A={1,2,3,4,5},

o de manera imftita, dando una (o varias) caraégtica(s) que determine(n) si un objeto
dado est 0 no en el conjunto, por ejemplo

A = {x | z es un lumero natural pg,

gue se legxr: “A es el conjunto formado por las tales quexr es un fimero natural
par”. Estalltima opcbn (la definicon implicita) es obviamente imprescindible cuando el
conjunto en cuesin tiene una cantidad infinita de elementos.

Notacion.—Los conjuntos se notan con letras maysculas:A, B,... y los elementos con
minGsculas, en general. Si el elementpertenece al conjuntd escribiremos. € A. En
caso contrario escribiremas¢ A.

Observacibn.—En ocasiones hay que considerar varios conjuntos en piaudilagd. En
estos casos es frecuente denotar los distintos conjuntda coisma letra y un sabdice
que los diferencia. Los sidices pueden ser finitos y concretos, por ejemplo,

X1, Xo, X3, X4, X5;
finitos pero en cantidad desconocida,
X1, X5,..,X,, neN,
o arbitrarios; un ejemplo de esto ®econsiderar
{Ai}iel )

gue se leéa: la familia de conjuntos!; donde: pertenece d. Aqui I es el conjunto de
sulindices que puede o no ser finito (por ejemplaodiia ser todaN).

Definiciobn.— Un conjunto que carece de elementos se denomigarglinto vam y se
denota pof). Un conjunto con urinico elemento se denomina unitario.

Notemos que, sk = {z} es un conjunto unitario, debemos distinguir entre el con-
junto X y el elementar.
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Definicion.—Dados dos conjuntad y B, si todo elemento dé es a su vez elemento de
B diremos qued es unsubconjuntade B y lo notaremosA C B. En caso contrario se
notaa A ¢ B.

Proposicion.— SeanA, B y C tres conjuntos cualesquiera. Se tienen las siguientes
propiedades:

(@) AC A,0cC A.
(b) SiAC By B C A, entoncesA = B.
(c) SiIAc By B c C,entoncesA C C.

Demostracbn.—La primera propiedad se sigue directamente de la d&jimici

Para probar (b), ffmonos en que dos conjuntos son iguales si tienen exaceiosnt
mismos elementos. Pero esto es tanto como decir que todeketoentos del esén en
B, yviceversa; esoesqueC By B C A.

La demostradin de (c) se sigue de la defiriei de subconjunto: todo elemento de
esh enB, por serA C By, dado que es elemento d& est enC por serB C C. Asi
todo elemento deél est& enC'y hemos finalizado. Q.£.D.

Definicion.— Dado dos conjuntost ¢ X se define ecomplementariale A en X (0
simplemente el complementario de si el conjuntoX no se presta a confusi) como

X\A={z|zeX, v ¢ A}

esto es, el conjunto de elementosXigue no estn enA. Otras notaciones que se pueden
encontrar par& \ A (dondeX se obvia) soM o cA.

Observacbn.—DadosA C X, se dan las siguientes igualdades:

=X, X=0 A=A

Nos detendremos solamente en la tercera de las anteriop@sgades. En efecto, por
definicion B
A={z|ze X, x ¢ A},
pero paraumr € X,z ¢ Asiy Slosiz € A, por tanto los elementos dé son
precisamente los dé.

Notacion.— CuandoA es un conjunto finito, elimero de elementos dé se denomina
cardinal ded y se notaaf(A).

Definicibn.—Dados dos conjuntad y B se define lainibnde Ay B, notadoA U B como
el conjunto formado por a@lios elementos que pertenecen al menos a uno de los dos
conjuntos,A 6 B.

Se definen de forma equivalente la @amide una cantidad finita de conjuntos
Ay, ..., A,, que denotaremos

A U.LUA, = A,

i=1
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y la union de una familia arbitrariamente grande de conjufitdg;c;, que denotaremos

U 4.

el

Proposicion.— La union de conjuntos verifica las siguientes propiedades, pasa cu
lesquiera conjuntod, By C"

(a) ConmutativaA U B = BU A.
(b) Asociativa:(AUB)UC = AU (BUC).
(c) DU A= A.
Demostracbn.— Todas las pruebas son sencillas, y son un buen ejerciciajparel
alumno comience a tratar de plasmar demostraciones ragiros Q.£.D.

Definicion.— Dados dos conjuntod y B se define lanterseccbn de A y B, notado
AN B, como el conjunto formado por agilos elementos que pertencen al mismo tiempo
a ambos conjuntosi y B.

Se definen de forma equivalente la interséoale una cantidad finita de conjuntos
Ay, ..., A, Y laintersecdn de una familia arbitrariamente grande de conjufitbg <,
gue denotaremos, respectivamente,

=1 el
Si Ay B son dos conjuntos tales quen B = () se dice qued y B son disjuntos.

Proposicion.—La intersecan de conjuntos verifica las siguientes propiedades, para cu
lesquiera conjuntod, By C"

(@) ConmutativaAN B = BN A.
(b) Asociativa:(ANB)NC =AnN(BNC).
(c) DN A=10.

Demostracbn.—Las demostraciones se dejan como ejercicios. Q.E£D.

1.3. Cuantificadores universales y existenciales.

Los cuantificadores son elementos que nos permiten enwrojosiciones (por ahora,
relativas a conjuntos), de forma concisa y clara. Comenzzseescribiendo una
proposicon de distintas formas. Por ejemplo, sabemos (lo probarenassadelante)
que:

La desigualdadh? < 2" es cierta para todos los naturales mayores o igualesijue

9
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Podemos expresar (escribir) esta propéside distintas formas:
e Paratodo imero naturah, sin > 5, entonces? < 2",

e Paratodm, sin € Nyn > 5, entonces? < 2",

e (Vn)[(n e NAn>5)— (n? <2")].

Cada vez que hemos escrito la propdsicihemos aumentado el grado de formali-
dad. En laGltima aparece elisboloV (para todo), que denominaremosantificador
universal Veamos otro ejemplo:

e Todos los elementos del conjuntbson negativos.

Para todor € B, z < 0.

(Vx € B)(x <0).

Para todor, siz € B, entonces < 0.
o (Vz)(x € B— 2 <0).

La forma nmas general para una proposigiconteniendo en cuantificador universal
sefia como sigue. SP(z) es una propiedad expresada emtinos der, entonces una
proposicon general con el cuantificador universaliaer

(V) (P (),
que leeramos: para todoe, (opcionalmente: se tiene, se verifida)r).

Volvamos al primer ejemplo. Sabemos que la desigualdad 2" es cierta sh > 5,
peronolo es 2 < n < 4. Es decir, sabemos que

¢ Existe un imero naturah tal quen? > 2".

e Existen tal quen € Ny n? > 2"

e (In)(n € N An? > 2").

El simbolod se lee como “existe” y se denominaantificador existencial
Otro ejemplo:

e Algln elemento del conjuntB es positivo.

e Existex € B,z > 0.

e (3x € B)(z > 0).

Existex tal quexr € By x > 0.

(3x)(x € BAz > 0).

10
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Si P(x) es una propiedad expresada emtinos der, entonces una proposici ge-
neral con el cuantificador existencial iser

(3z)(P (),
que leetamos: existe un tal queP(z).

Veamos un ejemplo con los dos cuantificadores:

e Existe un elemento del conjuntb que es menor que todos los elementos del con-
junto B.

e Exister € Atal quer < y paratodoy € B.
e Existexr € Atal que, paratodg € B, x < v.
o (Jxe A)(Vy € B)(z <vy).

En matenaticas tamk#n usamos eligbolo 3!, que significa “existe utinico”. La
expresdn (3lx)(P(x)) se lee: “existe uinicox tal queP(z)”. Por ejemplo:3ln € N
tal quen® = 8.

Las proposiciones con cuantificadores se niegan siguiesddols reglas siguientes:
—[(V)(P(x))] <= (3z)(=P(z))

—[(F2)(P(2))] <= (Vz)(=P(z)).
Un ejemplo con los dos cuantificadores: la negade
(Ve > 0)(Fn € N)(1/n < ¢)

es
(Je > 0)(Vn € N)(1/n > ¢).

1.4. Demostraciones.

En esta secon veremos los tipos as importantes de demostraciones que usaremos a lo
largo de todo el curso.

Prueba directa
Esquema:
Teorema.—Si p entoncesg.
Demostracbn: Supongamog. Entonces [...], se tieng

Proposicion.—Sean un nimero natural. Probar quessies impar entonces® es impar.

Demostracbn.—Sin es impar, es de la forma= 2k + 1. Por tanton? = (2k+1)? =
4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1, es decirp? es impar. Q.ED.

11
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Prueba de una proposicbn ldgicamente equivalente.

Consiste en sustituir la proposici a demostrar por otra que ségicamente equivalente
y tratar de probar esfdtima. Por ejemplo, si queremos probar gue> (¢ \V r) podemos
usar que esdgicamente equivalente(a A —q) — r.

Esquema:
Teorema.—p — (q V).

Demostracbn: Supongamog A —¢. Entonces [...], se tiene

Prueba del contrarreciproco.

Es un caso particular de la anterior. Si se quiere probarg, usamos que eégicamente
equivalente ang — —p, y

Esquema:
Teoremap — gq.

Demostracbn: Supongamos.q. Entonces [...], se tienep.

Proposicion.—Sean un nimero natural. Probar quessi es impar entonces es impar.

Demostracibn.— Supongamos que es par, es decit = 2k. Entoncesi? = 4k? es
par. Q.£.D.

Prueba por reduccion al absurdo.

Si queremos probar qyees un teorema (es verdadero), lo que queremos ver esegle
una tautologa. Por tanto-p es una contradicon.

Esquema:
Teorema.—p.

Demostracbn: Supongamosyp. Entonces [...], que es falso. Luego es una con-
tradiccbn. Se tieneg.

Proposicion (Pitagoras).—/2 no es racional.

Demostracbn.—Supongamos qug’2 es racional, es deci/2 = m/n, y suponemos
quem y n no tienen ningn factor condin. Elevando al cuadrado tenenibs- m?/n?,
luegom? = 2n%. Comom? es un imero par, se deduce (probarlo) ques parm = 2r.
Sustituyendo tenemaos? = 2n?, luego2r? = n?, de donde deducimos qué, y por
tanton, es un fimero par. Esto contradice el hecho de que n no tenan factores
comunes. Q.E£D.

12
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Contraejemplos.

Supongamos que tenemos una propésigi queremos saber si es verdadera o falsa.
Por ejemplo, se®(n) una propiedad que tratamos probar que se verifica para toslos |
nimeros naturales. Entonces:

e Si P(n) es verdadera, tenemos que dar una prueba general.

e Si P(n) es falsa, basta dar un valor deen el que no se verifique la propiedad.

Ejemplo.— Si nuestra propieda#t(n) es: “todo rumero impar es primo”, basta compro-
bar que para = 9 no se verifica la propiedad, luego es falsa.

Prueba por induccion.

Supongamos que tratamos de probar una propiedad (un edopsigbre los ameros
naturales: > ng, para unn, dado. Si denotamos pdt(n) dicha propiedad, la prueba
por induccon funciona de la siguiente manera:

Esquema:

Teorema.—P(n).

Demostracbn: Probar queP(n,) es cierta.
Suponer qué®(n) es cierta (hiptesis de inducéin).
Probar queP(n + 1) es cierta.

El segundo paso se puede sustituir por

2") Suponer queP(k) es ciertavk, ny < k < n. Esta versin alternativa se conoce como
induccbn fuerte

Proposicibn.—vn € N se verifica que

n(n+1).

LaF 24 oo =
+2+...+1n 5

Demostracbn.—Sigamos los pasos.
1) El resultado se verifica para= 1, puesl = 1(1 + 1)/2.
2) Suponemos el resultado cierto paraes decirl +2+...+n=n(n+1)/2.
3) Tenemos que probar quer2 +...+n+ (n+1) = (n+ 1)(n + 2)/2. En efecto,

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)
5 .

Q.ED.

142+. . 4+n+(n+1) = [14+2+.. +n]+(n+1) = +(n+1) =

Proposicion.—Todo rimero naturah > 1 tiene un divisor primo.
Demostracbn.—Usaremos ahora la induéai fuerte.

13
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1) El resultado se verifica para= 2, pues2 es un divisor primo de.
2") Suponemos el resultado cie@, ng < k < n.

3) Tenemos que probar quetiene un divisor primo. St es primo,n es el divisor
buscado. St no es primo entonces = rs, conl < r;s < n. Luegor (y s) tiene un
divisor primo. Q.ED.

Prueba por doble inclusbn.

Este tipo es el s habitual en tet de conjuntos y se basa en el resultado de la@ecci
anterior que afirma que st y B son conjuntos verificandd C By B C A, entonces
A= B.

Esquema:
Teorema.—A = B.
Demostracbn: Sear € A cualquiera, probar que € B (esto demuestrd C B).

Sear € B cualquiera, probar que € A (esto demuestr® C A).

En la pbxima secdn veremos algunos ejemplos de eétanica.

1.5. Subconjuntos.

Veremos ahora algunas propiedadéessrde los conjuntos y demostraremos algunos re-
sultados fundamentales utilizando éenica de la doble inclusi.

Definicion.—Dado un conjuntdX, se define etonjunto de las partede X, notaddP (X ),
como el conjunto cuyos elementos son todos los subconjdetds

Ejemplo.— Si tenemos el conjunt® = {0, 1, 2,3}, entonces

PX) = {0, {o}, {1}, {2}, {3},{0,1}, {0,2}, {0,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},
{0,1,2}, {0,1,3}, {0,2,3}, {1,2,3}, X'}

Proposicion.—El conjuntoP(X) es finito si y lo si lo esX. De hecho, en este caso,

£ (PLX)) = 249

Demostracbn.—En cuanto a la primera afirmaci, siX es infinito, lo es obviamente
P(X). La otraimplicacdn viene dada por lafmula sobre los cardinales que probaremos
por induccén.

El casof(X) = 0 es elemental, porque entoncEs= () y, por tantoP(X) = {0}.
Notemos quéP(.X) no es el conjunto vae, es un conjunto unitario, cuyimico elemento
es el conjunto vao.

14
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Supuesto cierto el resultado para todos los conjuntos guerti pongamos; ele-
mentos, tomemoX un conjunto de: elementosy € X cualquiera, y escribamos

X =X"u{zx},

dondeX’ = X \ {z} tienen — 1 elementos. Entonces es claro que los subconjuntos de
son, bien subconjuntos d¥€’, bien subconjuntos d&’ a los que se hafedidox. Dado
que, por hiptesis de inducéin,

(P (X)) =2"""

se tiene, por tanto,
B (P(X)) =2-21PX) — 9. 9n=1 — on,

Q.ED.

El comportamiento de los subconjuntos con las operacica@tiales entre conjuntos
es bastante intuitivo. De hecho, tanto laGmtomo la intersecon se pueden usar para
caracterizar a los subconjuntos (esto es, dar una propgeaaderifican los subconjuntos
de un conjunto dado, y solamer@stos).

Proposicion.— La union de conjuntos verifica las siguientes propiedades, pasa cu
lesquiera conjuntod, By C-

@ ACB <= AUB=10B.
(b) SiA C B,entoncesAU (B \ A) = B.

Demostracbn.— Ambas pruebas son sencillas. Como ilusttacile @mo se ataca
una doble implicadén, probaremos (a).

Comenzaremos suponiendo qdeC B. Entonces todos los elementos deestn
en B, por tantoA U B = B de manera inmediata. Recocamente, supongamos que
AU B = B. Entonces todo elemento que&sh A 6 en B est forzosamente ef?, con
lo que se tienel C B. Q.£.D.

Proposicion.—La intersecdn de conjuntos verifica las siguientes propiedades, para cu
lesquiera conjuntod, By C:

@ ACB <= AnB=A.
(b) SiA C B, entoncesAn (B\ A) = 0.

Demostracbn.—Las demostraciones se dejan como ejercicios. Q.£.D.

Terminamos el tema enunciando dos resultados fundamemaléa teda de con-
juntos, cuyas demostraciones son buenos ejemplos del usoddéle inclusbon como
técnica de demostrami.

Proposicion.—Dados tres conjuntad, B y C se verifican las siguientes igualdades:

(a) Leyes distributivas:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

15



Algebra Bésica. Departamento de Algebra. http: //www.departamento.us.es/da

(b) Leyes de De Morgan (supongamésB C C):

C\(AUB) = (C\A)N(C\B), C\(ANB)=(C\A)U(C\B)

Demostracbn.— Probaremos una de las leyes distributivas y una de las ley&=d
Morgan; las restantes quedan como ejercicio por segtsicas a las probadas. Ambos
resultados se proka@m por doble inclugin.

Veamos queln(BUC) C (ANB)U(ANC'). Para ello tomemos un elemento arbitrario
r € AN (BUC). Esto quiere decir que est enA y adenas enB 6 enC'. Esto implica
que, bien estenA N B, bien esh enA N C. En cualquier caso € (AN B)U (AN C).

Demostremos ahora quel N B) U (AN C) C An (BUC). Siconsideramos un
elemento cualquiera € (AN B)U (ANC), y hade pertencerdn BoaAnC. Por
tanto, bien estenAyenB o enAyenC. En cualquier circunstancia ha de estarden
al menos en uno de los otros dos conjunBs C. De aqliy € Ay adenasy € BU C.

Pasemos a probar la segunda ley de De Morgan. Veamos prithergd N B) C
(C\ A)U(C\ B). Unelementac deC'\ (AN B) ha de estar e, pero no etA N B,
por lo que no puede estar en al menos uno de los dos conjunéo®. Asi, = ha de
pertenecer, bien@ \ A, bien aC' \ B. En cualquier caso € (C'\ A) U (C'\ B).

Si tomamos ahora un elemente (C'\ A) U (C'\ B), observemos queha de estar,
bien enC' \ A, bien enC'\ B, por lo que debe estar €y no estaren A 0 enB. Asi,
z € C, pero nunca puede estar dm B, porloquez € C'\ (AN B). Q.£.D.

1.6. Producto cartesiano. Relaciones de equivalencia.

Definicibn.—Dados dos conjuntad y B, se define gbroducto cartesiande Ay B como
el conjunto de pares ordenados formados (por este ordenppEemento del y uno de
By se denota

Ax B ={(a,b)|a€c A, be B}.

Dado(a,b) € A x B, el elementa € A (respectivamente € B) se suele denominar
primera (segunda) componente del par.

Tambien se puede definir el producto cartesiano de una cantidaa di@iconjuntos
(para cantidades infinitas hay dos posibles generalizasigpmo las veremos afjule la
forma natural

Al x ... x A, = HAZ = {(al, ...,an) | a; € A;, para; = 1, 7Tl} .

=1

Definicion.—Unacorrespondenci&@: de A en B es un subconjunto del productbx B.
Equivalentemente se puede definir como una regla que adgaiaoa elementos dd
con algunos elementos d& Concretamente; asociaa € A conb € B si(a,b) € G.

Definicion.—SeaA un conjunto. Unaelacion R definida enA es una correspondencia
de A en $ mismo.
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Si el par(z,y) € A x A esk enR, diremos quer est R-relacionado cory, o
relacionado cory por R. Esto se nota frecuentemente Ry (nbtese que el orden es
importante).

Definicion.—SeaR una reladdn enA. Entonces diremos que es:

(a) Reflexivecuando para todo € A se tiene que Rx.
(b) Sinmetricacuandox Ry implicayRzx.
(c) Antisinetricacuandar Ry e y Rx implicanx = y necesariamente.

(d) TransitivacuandarRy e y Rz implicanzRz.

Las relaciones reflexivas, sétricas y transitivas se denomingaiaciones de equiva-
lencia Las relaciones reflexivas, antigtnicas y transitivas se denomingataciones de
orden pero no las trataremos dqu

Ejemplos.—En el conjuntdZ definimos las reladines siguientes:

TRy <= <y, xSy < r—yespar 27Ty < xdivideay

EntoncesR es una relacin de orden (de hecho, las relaciones de orden se denominan
ag por seréste el ejemplo fundamental)§ es una relaén de equivalencia, mientras
gueT no es ninguna de ambas cosas. De hecho, notemos$ gsede equivalencia si
sustituimos la condiéin “z — y es par” por la condiéin “z — y es nultiplo de p”, para
cualquier imerop que fijemos con antelamn.

Definicion.— Si R es una reladin de equivalencia eA, denominamoslase de equiva-
lenciade un elementa € A al conjunto de todos los elementos deelacionados con
x, esto es,

T = R(z) ={y € A| xRy},

donde la primera nota@n se usa sk se sobreentiende, y la segunda si no &s as

Proposicion.— SeaA un conjunto,R una reladdn de equivalencia ed. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:

(a) Todo elemento pertenece a una clase de equivalencia.

(b) Dos clases de equivalencia son disjuntas o iguales.

Esto es, la reladn R divide completamente al conjuntben subconjuntos disjuntos
(las clases de equivalencia).

Demostracbn.— La afirmacén (a) es trivial, ya que? es reflexiva. Para probar (b)
supongamos que tenemos dos clases de equivalBfcjay R(y) de tal forma que existe
z € R(x) N R(y). Tenemos que demostrar entonces fue) = R(y), y lo haremos por
doble inclusbn. De hecho,®o probaremos qu&(z) C R(y), porque la otra incluén
es absolutamente setrica.

Tomamos entonces< R(x). Comoz € R(z), tenemos queRx y xRz, por lo que
aRz. De la misma forma, come € R(y), se verifica que Ry. Asi tenemos: Ry, luego
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a € R(y). Observemos que hemos usado tanto la propiedagtisaa como la transitiva
para demostrar (b). Q.E£D.

Definicion.—Dada una reladin de equivalenci& definida sobre un conjuntd, el con-
junto cuyos elementos son las clases de equivalenciapler R se denomin&onjunto
cocientede A por R. La notacdn ususal es

A/R = {R(z) | z € A}.

Ejemplo.—Volviendo al ejemplo anterior, tomamos un entgrdijado para lo que sigue,
y consideramos
xSy <= x — y es nultiplo dep.

Entonces se tiene que, para tade Z
S(z) ={y € Z | x ey dan el mismo resto al dividirlos enta,

por lo que
Z/S ={S5(0),S(1),....S(p—1)}.

1.7. Aplicaciones.

Definicion.—Unaaplicacion f de A en B es una correspondencia donde todo elemento
de A tiene asociado umnico elemento de3. Esto es, en notamn matenatica, una
correspondenci& es una aplicadin siy $lo si se verifica que

Vae A Jb e B talque(a,b) € G.

Notacion.— Es habitual denotar una aplicani entre conjuntos! y B de la formaf :
A — B. En estas condiciones, dado= A el Gnicob verificando(a, b) € f se denota
f(a) y se denomina imagen deg(por f).

De esta notabin surge la terminoldg, conunmente usada, de llamar4aconjunto
original (o dominio) y aB conjunto imagen

En sedin qLé contextos (por ejemplo, en Alisis Matenatico, o cuando el conjunto
de llegada eR"™) es habitual llamar a las aplicaciones funciones, perontieir@ste curso
utilizaremos la denominan aplicaciones.

Definicion.— Dada una aplicadn f : X — Y y subconjuntosA ¢ Xy B C VY,
definimos:

(a) Laimagende A, notadaf(A), como
flA)={yeY |dx e Aconf(x) =y} CY,

esto es, el conjunto de elementos del conjunto imagen quarsgen de un ele-
mento deA.
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(b) Laanti-imagen(o contraimagen, o imagen fi@coca) deB, notadaf ~!(B), como
fi(B)={re X | f(z) € B} C X,

esto es, el conjunto de elementos del conjunto original cuggen est enB.

Proposicion.—Seaf : X — Y una aplicadn, A;, A, C Xy By, B, C Y. Se verifica:

(@) f(A1UAz) = f(A1) U f(A2), f(A1 N Az) C (A1) N f(A2).
(b) f~H(BLUBy) = fH(B) U f(By), fH(B1N By) = f~1(B1) N f(Ba).
(©) f(f7H(B1)) C Bi, A1 C f7H(f(A)).

Demostracbn.— Vamos a probar, por ejemplo, la segunda afiradie (a) y la
primera de (c). Las deas son similares. Consideremgss f(A; N Ay). Entonces
exister € A; N A, tal quey = f(x). Portantoy € f(A,) ey € f(As), por lo que se
tiene el resultado.

Es importante entender que, para afirmar que la otra irdciusd es cierta, basta con
dar un contraejemplo; esto es, un caso particular dondeancisdo el enunciado. Para
ello consideremog : N — N definida por

| x/24+1 sizespar
f(x)_{a:+2 siz es impar

TomamosA; = {1,3,5}, Ay = {2,4,6}. Claramentef(A; N Az) = f(0) = 0, pero
f(A1) N f(Az) = {3}.

Probemos ahora qué(f~'(B;)) C B;. Siy € f(f~'(By)), es porgque existe &
f~YBy) tal quey = f(z). Pero, al ser € f~(B;), por definicobn tenemos que =
f(l’) S Bl.

Para demostrar que la inclasi contraria no es cierta en general podemos tomar la
misma aplicadn que en el caso anterior y considefar= {1, 3,5} nuevamente. En-
toncesf ~'(B;) = {1, 3,4, 8} (por convenio, no incluimos élenN). Perof(f~*(B;)) =
{3,5}, por lo que hemos acabado. Q.ED.

Definiciobn.—Sea una aplicacn f : X — Y.

(a) f se diceinyectivasi dos elementos distintos dé siempre tienen igenes dis-
tintas. Dicho de otro modd, es inyectiva si, d¢(z) = f(2'), parax,z’ € X, se
deduce que = 2.

(b) f se dicesobreyectiva (0 sobrej todo elemento d¥ es imagen de aig elemento
de X. O seaf essobre sf(X) =Y.

(c) f se dicebiyectivasi es inyectiva y sobreyectiva.

Observacbn.—Asi, podemos decir que:

(@) f es inyectiva si y 8lo si para todoy € Y f~!({y}) consta, a lo ras, de un
elemento.
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(b) fessobresiy@osiparatody € Y f~1({y}) consta, alo menos, de un elemento.

(c) f es biyectiva si y 6lo si para today € Y f~!({y}) consta, exactamente, de un
elemento.

De esta forma, sf es biyectiva, existe una aplicaa, denominada aplicam inversa
y notadaf~!: Y — X, definida porf~!(y) = x siy Slo si f(z) = .

Las aplicaciones inyectivas, sobres o biyectivas verifalgininas propiedadesas
concretas de las que enunciamos con anterioridad.

Definicion.— Dadas dos aplicaciones: X — Yy g : Y — Z se define lacom-
posicbnde f y g, notadag o f, de X enZ como

(9 /() = g(f(2)), para todar € X.

Obviamentey o f es una aplicaéin.
Observacbn.—Dadas aplicaciones entre conjuntos
X b X, 5 X5 5 X,
es elemental comprobar qukec g) o f = ho (g o f) (asociatividad de la composizi de
aplicaciones).

Definicion.—Dada una aplicadn f : X — Y y un subconjuntod C X, se define la
restriccbn def a A como la aplica@n
f|A A — Y
r —  fialz) = f(x)
Esto es,fj4 actia exactamente comf, pero $lo sobre los elementos dé. Esto
pone de manifiesto (o deliay lo importante que es, a la hora de definir una apl@gci

determinar los conjuntos de partida y llegada, @l £6mo se calcula la imagen de un
elemento.

1.8. Estructuras. Grupos, anillos y cuerpos.

Definicion.— Dado un conjuntd~, unaoperacbn interna binarig x, enG es una apli-
cacbn

*x:GxGE — G
(a,b) +—— x(a,b)

Habitualmente se utiliza la not&ci x(a, b) = a x b. Unaoperacbn externgbinaria)
es exactamente lo mismo, salvo por el hecho de que el corgemartida e’ x GG, para
un cierto conjuntaoX distinto deG.

Un grupoes un parG, ), compuesto por un conjunt@ y una operadn internax
enG, que verifica las siguientes propiedades:
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(G.1) Asociativa a x (b x ¢) = (a * b) * ¢, para cualesquierd b, c € G.
(G.2) Elemento neutroExiste une € G tal quea x e = e x a = a, paratoda: € G.
(G.3) Elemento opuestdadoa € G existeb € G tal quea xb = b x a = ¢, el elemento
neutro antes mencionado.
Si(G, x) posee adeas la propiedad conmutativa (estaieé = bxa para cualesquiera

a,b € (), se dice que el grupo es abeliano o conmutativo.

Proposicion.—Dado un grupdG, %), el elemento neutro émico. Adenas, fijadau € G,
el elemento opuesto detambien esinico.

Demostracibn.—Supongamos que es otro elemento neutro. Entonces

e=exe = xe=¢.

Sean ahora entonceéy ¢ dos elementos opuestos dews G arbitrario, pero fijado
en lo que sigue. Entonces

e=axb = c=cxe=cxaxb=exb=0>0.

Q.ED.

Notacion.— Existen dos notaciones usuales para la opénaen un grupo: la notaan
aditiva y la notaddn multiplicativa, que heredan las notaciones para losagrapnocidos
(k,+)y (k\ {0},-), dondek puede sef) o R.

Si escribimos un grupo en notéaiaditiva,(G, +), denotaremo8 al elemento neutro
y —a al opuesto de. Por el contrario, si usamos la notagimultiplicativa,(G, -) deno-
taremos poil al elemento neutro y par—! o por1/a al opuesto de (que se denominar
entonces inverso dg. Muchas veces la operéci- se denota por simple yuxtapogioi
esto esgb en lugar dex - b.

Observacibn.—Dado un grupo (pongamos en nofatimultiplicativa)G y un elemento
g € G se puede probar (ejercici@dil de doble inclugin) que el conjuntg - G =
{gz | = € G} es de nuevdr.

Definiciobn.—Un cuerpok es un conjunto con dos operaciones binarias internas, denom
nadas usualmente suma o adit{+) y producto o multiplicad@n (), de tal forma que

(C.1) (k,+) es un grupo abeliano.
(C.2) (k\ {0},-) es un grupo abeliano.

(C.3) Se dala propiedad distributiva de la suma respectorddlpto:

a(b+ ¢) = ab+ ac, para cualesquiera b, c, € k.

Ejemplos.— Los ejemplos usuales de cuerpos €Qry R. Veremos un ejemplo &s
adelante de gran impotancia: lasmeros complejos.
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En concreto el cuerp@ podemos entenderlo como un buen ejemplo de i@ade
equivalencia. El conjunto base es, en este caso

X=2Zx(Z\{0})={(a.b) |a,b€Z, b#0},
y la relacbn viene definida por
(a,b) ~ (d', V) < ab = d'b.

En este contexto, la notaei eshndar para la clase de equivalencia del(pab) por
la relacbn ~ es, obviamentey /b.

Definicion.— Un anillo es un conjuntad dotado con dos operaciones binarias internas,
usualmente denominadas suma o a@idi+) y producto o multiplicadn (-), de tal forma
que:

(A.1) (A, +) esun grupo abeliano.
(A.2) La operaddn (-) es asociativa y posee elemento neutro (notgélo
(A.3) Se verifica la propiedad distributiva de la suma re&pdel producto:

a-(b+c)=a-b+a-c, paracualesquier@b,c c A.

Observacbn.—En un anilloA, 0 - « = 0 para toda: € A, ya que

a+0-a=a-(1+0)=a-1=a.

De similar forma se puede probar, por ejemplo, Gué) - « = —a para toda: € A.

Ejemplo.— El ejemplo fundamental de anillo son los enterdscon la sumay el pro-
ducto usuales. Un ejemplo enormemente similar (luego vesepor q&) es el de los
polinomios con coeficientes ) o enR.

1.9. Permutaciones (I): El grupo de las permutaciones.

Definicion.—Consideremos el conjunté = {1,2,...,n} y sea
S, ={f:A— A| f biyectiva}.

El conjuntoS,, se denomina conjunto geermutacionesle n elementos. Unaculo
elemental nos dice qug, tiene exactamente! elementos.

Observacbn.—De la caracterizadn estudiada para las aplicaciones biyectivas se sigue
gue la composiéin de dos aplicaciones biyectivas es de nuevo biyectivataty ens,,
podemos definir una operaéci interna, que no esas que la composian de aplicaciones.

1Esta es la definiéin mas general posible de anillo, que admite la posibilidad deafjproducto no sea
abeliano, aunque en este curso los ejemplos que manejaseanscasi todosnillos abelianosesto es,
anillos donde el producto es conmutativo.
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Esta operadin verifica varias propiedades. Para empezar la aplinadienominada
identidad,

d: A — A

T = 1
verifica que, para tode € S,,,
cold=Ildoo =o0.

Por otra parte, dada c S, se tiene que—! € S, tambin, y verifica

Dado que la composian de aplicaciones es asociativa, hemos probado, pues, que
(S, o) es un grupo. De hecho, es un grupmabeliano. Casi cualquier ejemplo no trivial
de S5 sirve para ver que, en generalgsir € S, setieneque o7 # T o 0.

Notacion.—Adoptaremos las siguientes notaciones indistintamente
OOT=0-T=0T

ogo..oco (rvecesyEo"

Observacibn.— Es posible entender cada aplidgatide S,, como una reordenam del
conjunto{1,...,n}. De aqu es usual denotar los elementos.$jecomo una tabla con
dos filas: en la primera aparecen lasweros dell al n (para saber @l es el conjunto
original) y en la segunda aparece, bajo cada original, sgemaPor ejemplo:

[1 2345
=14 321 5

es la aplicadn de{1,2,3,4,5} en $ mismo que erla1 en4,2en3,3en2,4enlyb5
en $ mismo.

Vamos ahora a dar una cierta estructura al conjunto de lasup@ciones. En primer
lugar nos fijaremos en un tipo muy concreto (e interesante).

Definiciobn.— Un ciclo de longitudr en S,, es una permutagn o tal que existen
{ai,...,a.} C{1,...,n}, todos ellos distintos, verificando:

e o(aj) =aj paraj=1,..,r—1,yo(a,) = a.
e o(i) =iparatoda ¢ {ai,...,a,}.

Esto es, log' elementos no fijos de pueden recorrerse todos yendo de original a
imagen, empezando por uno cualquiera.

Los ciclos de longitu@ se denominan trasposiciones.

Notacion.—Un ciclo como el anterior se dencéambreviadamente

o= (aj ... a,),
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indicando con ell@ (a;) = a;+1 paraj = 1,...,r — 1,y o(a,) = a;.

Ejemplo.— El ejemplo visto anteriormente

12 3 45
4 3 215

no es un ciclo. Hay cuatro elementos no fijoscey no pueden recorrerse yendo de
original a imagen.

Observacbn.—La permutadin inversa de un ciclo es un ciclo de la misma longitud. De

hecho

(ay ay ... a;)"t = (a, ... az ay),

y, en particular(i j)~! = (i j).

Observacbn.—Dos cicloss = (ay ... a,) Yy T = (b; ... bs) tales que
{a1,...;a,} N{by,....;bs} =0

verifican ques o 7 = 7 o 0. Estos ciclos se dicen disjuntos.

Proposicion.— Toda permutadin distinta de la identidad se puede descomponer en pro-
ducto de ciclos disjuntos, de manénaica (salvo reordenam de los ciclos).

Demostracbn.—Haremos la prueba por induéci enr, que sea el rimero de ele-
mentos no fijos de. Sir = 0 no hay nada que probargy= Id. Claramente  no puede
serl, por la biyectividad de. Y, sir = 2, entonces llamamo§, j} a los elementos no
fijos dec y tenemos que tener, forzosamente

o(t)=j, o(j) =1 = o= (i]).

[ 1 2 .. n 1
g =
ay az ... Qp

y supongamos que tiemeslementos no fijos.

Seas € S, dada por

Comenzamos por el primetimeroi tal quea; # ¢ y vamos creando la siguiente lista:
i—s (i) = a; — 0*(i) — o3(i) — ...
Dado quer € S, existians, t € N (pongamos < t) tal que
o%(i) = o' (i)
y, componiendo cofwr~')* obtenemos
i=0o"5(i).
Sear el menor entero positivo tal que= 0" (). Entonces el ciclo de longitud
(i o(i) ... 0" 1(3))

actla, por construcén, de la misma forma quesobre el conjuntdi, o (i), ...,a" (i) }.
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Solo resta aplicar el mismo razonamiento tigsis de inducoin) a la permutaéin T,

definida por
7_(]> — U(]) SI] ¢ {i70(i)7 "-70-7“71(2.)}
J sije{i,o(t),...0" (i)}
Q.ED.
Ejemplo.—En el ejemplo anterior
1 2 3 4 5
:[432 1 5]:(14)(23).

Observacbn.— Si admitimos ciclos de longitud (con la definicbn obvia) podemos
obtener una descripin mas precisa de la permutéai. En efecto,

(14)(23)
puede ser la permutasi del ejemplo anterior. Pero tanghipuede ser

1 23 456

43215¢6|S%
Si queremos evitar estas confusiones, escribiremos ep&etel principio como

(14)(23)(5).

1.10. Permutaciones (ll): Trasposiciones.

Definicion.—Llamaremosrdende una permutadn o, notadoo(c ), al menor entero tal
ques” = Id.

Observacbn.— Notemos que el orden de una permubacsiempre eét bien definido.
Dado queS,, tienen! elementos, el conjuntgo’ | i« € N} debe contener elementos
repetidos. Y entonces, &f = ¢’ (cons < t), es sencillo comprobar qué—* = Id.

Observacbn.—Seas una permutaéin de orden. Sit es tal ques’ = Id, entonces|t.

Podemos hallaiaciimente el orden de una permutata partir de su descompogini
en ciclos disjuntos.

Proposicion.—Seas € S,,, con descomposion en ciclos disjuntos dada por
0201'02'---'07‘7
donde la longitud d€’; es, pongamog. Entonces

o(o) =mem(ly, ..., 1,).

Demostracbn.—Probemos primero que, &ies un ciclo de longitud o(C') = [. Esto
es muy sencillo, dado que, ses un elemento no fijo pdr, es evidente por la definimn
de ciclo que

C'(j) =j, C°(j) # j paras <.
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Como los elementos fijos p6tlo son tamben porC!, se tiene qué = Id, y C* # Id
para cualquies < [.

Ahora pasamos al caso general. Dado que al componer cisljostdis es irrelevante
el orden tenemos que, para tode N

ot = O C5 L CE

r

Como losC; actlan de forma no trivial sobre elementos distintos{tle..,n}, para
quec® = Id tiene que se€’? = Id parai = 1, ..., s. Asi pues el orden de sei@ el menor
multiplo comun de losordenes de lo€';. Q.£.D.

Aparte de la factorizadn en ciclos disjuntos, podemos dar otro tipo de descom-
posicibn para las permutaciones g Reducimos los elementos necesarios, a cambio de
perder propiedades, como la unicidad.

Proposicion.—Toda permutaéin se puede descomponer en producto de trasposiciones.

Demostracbn.— Esta demostradn es mucho s simple, dado que basta probarlo
para un ciclo, y esto es muy sencill®I8 hay que comprobar

(a1 ag ... a;) = (a1 ;) ... (a1 a3) (a1 as).

Observacbn.—La descomposiéin anterior, sin embargo, no ésica. Por ejemplo,
(123)=(13)(12)=(32)(13).

Sin embargo, no es casual el hecho de que ambas descompesicansten de dos
trasposiciones.

Proposicion.—Seac € S, una permutaéin. Entonces todas las posibles descomposi-
ciones des como producto de trasposiciones consta de, bieniumeno par, bien un
nimero impar de factores.

Demostracbn.—La demostradn es interesante porque sigue un camino indirecto: en
lugar de trabajar con las permutaciones como objetos, esaremos@mo las permuta-
ciones adian sobre otro objeto, en este caso un polinomio eariables.

Consideremos el polinomio

F(xy,...,z,) = H(xl —x;) = (11 —x3) - .- (X1 —xp) - (T2 — 23) - oo - (Tpo1 — ).

Entonces hacemos actuasobref’ de la siguiente manera
J(F) =F (.Tg(l), ceey IL’U(n)) ,

es decir, renombramos las variablesfésiguiendo ar. Del mismo modo tenemos

o(F) =TT (2o0) — %o -

1<J
Ahora bien, notemos que una traspdiir s) (pongamos con < s) verifica que
(rs)(F)=-F.

Veamos esto en la descompoéitideF en factoregz; — x;):
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Si{r,s} N {i,j} =0, entoncesz; — x;) no se ve afectado por s).

e Sii <r <s=yj, entoncesz; —z;) vaen(z;, —x,)y (z; — x,) vaen(z; — x,) =

(I’i — l‘j).

Sir <i<s=j,entonceszy; —z;)vaen(z; —z,) Yy (z, —x;) vaen(z, — x;) =
(x; — x;), con lo cual el producto de ambos factores permanece iadtigvor la
accbn de(r s).

Sir < s=1i<j,entoncegz; — x;) vaen(z, —x;) y (z, — x;) vaen(z, — x;) =

(zj — @)

Poraltimo (r s)(x, — z5) = —(x, — x5).

Por tanto, cada trasposici cambia de signé’ al actuar sobrél. As o, al ser pro-
ducto de trasposiciones, puede ddjamnvariante o cambiarlo de signo, dependiendo de
si o se escribe como producto de una cantidad par o impar de siagpwes, respec-
tivamente. Pero la admn deo sobrel’ es independiente deédmo se escriba como
producto de trasposiciones, luego la cantidad de fact@e®ser siempre par o siempre
impar. Q.ED.

1.11. Permutaciones (lI): Paridad.

Observacbn.— Una cierta forma de medir a@nto altera una permutdéci o € S, el
orden natural eq1,2,...,n} es ver el @mero de inversiones queefectia: para cada
i € {1,2,...,n} se cuenta una inversi por cadg > i tal queo(i) > o(j). En nuestro
ejemplo anterior
1 2 3 45
=143 21 5 =(14)(23).

tenemos que contar:

e Tres inversiones porque(l) > o(2),0(3),0(4).
e Dos inversiones porque2) > o(3),0(4).

e Una inversdn porques(3) > o(4).

Luego el umero de inversiones dees6. Este concepto seftil para la definicddn
de determinante, pero adamesi intimamente ligado a la descompoéitien producto
de trasposiciones.

Observacbn.—El nUmero de inversiones tan@n puede contarse al &, esto es, contar
una inversbn por cadg > i tal queo (i) > o(j).

Observacbn.—Una forma sencilla de contar dimero de inversiones de una permubaci

o es dibujar la aplicaéin usando diagramas de Venn y trazando flechas que vayan de
ao(i). Entonces, si hemos dispuesdto.., n de forma ordenada en ambos diagramas de
Venn, el mimero de trasposiciones dees el rumero de cruces que se producen entre las
flechas.
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Proposicibn.— Seac € S, una permutadin conk inversiones. Entonces existe una
descomposiéin deo en producto dé trasposiciones.

Demostracbn.—Supongamos que tenemos
[ 1 2 .. n ]
g = y
a; as ... Qp
y supongamos que = r # 1. Esto quiere decir queaportar — 1 inversiones, dado que
los elementoq, ...,» — 1, menores que verificalan que sus anti—-iagenes, pongamos

r1 < ... < x,_1 SONn mayores que la de que esl.
Entonces podemos darnos cuenta de que

(ro(z,—1)) ... (r o(zy))o

es una permuta@n, cuya diferencia conconsiste en que hemasovidor hasta situarlo
como imagen de, para lo cual hemos usade- 1 trasposiciones, exactamente ahmero
de inversiones que aporta(o el que aporta si las contamos al ré&s). Repitiendo el
proceso con la imagen @gly sucesivamente) llegamos a una expresle la forma

... -0 =1d,

donde recordemos quees el rumero de inversiones de De aqu se deducedcilmente

que

O':Tfl'...'Tl;l:Tl'...-Tk,

COmMo queramos. Q.£.D.

1.12. El cuerpo de los aimeros complejos.

Definicion.— Un nimero complej@s un umero de la forma + b - 7, dondea y b son
niimeros reales £es un gmbolo que verifica la propiedad = —1.

Dado un compleja = a + b 4, el numero reak se denomina parte real denotado
M (z), mientras qué se denomina parte imaginaria genotadoJ(z).

Dotamos & de una estructura de cuerpo con las siguientes operaciones:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d) 1,

(a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + be) i,
regla estailtima que puede seatilmente recordada si decimos quespresentg/—1.

Comprobar quéC con estas dos operaciones es un cuerpo es algo tedioso.eSimpl
mente notaremos que el elemento neutro de la suha-e$+0 : y el neutro del producto
esl =1+ 04. Asi mismo, dada: + b i el inverso aditivo es-a + (—b) i y, si es distinto
de0, el inverso multiplicativo es precisamenté(a® + v?) — (b/(a? + b?)) .

Observacbn.— Algunas propiedades interesantes de losaro complejos son las si-
guientes:
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(@) Siconsideramos losimeros complejos de la forma+ 0 7 veremos que podemos
suponelR C C, identificandaz € R cona + 07 € C.

(b) Dado uncompleje = a+b i, el complejoz = a—b i se denomina su conjugado. La
operacdbn de conjugadin, a pesar de su inofensivo aspecto, tiene una importancia
enorme, incluso en el estudio de objetos reales. Un par ¢éeplades inmediatas,

a partir de la definién, son las siguientes:

21+ 290 =21 + 2o, Z1 22 = 21 - 22,

de donde a su vez se deducen

—z =~7%, 1/z2=1/z

(c) El producto

2-Z=a’+ b

es un real positivo, y su tacuadrada se llama eladulo dez, denotadgz|. De
hecho, la expreén del inverso multiplicativo de resulta nas sencilla usanda

(d) Todo rumero compleja: se puede escribir de forma
z=|z|(a+b1),

dondea? + b* = 1y, en consecuencia, existe Unicoanguloa € [0, 27), llamado
argumento de, tal que

z = |z|(cos(a) + sera) 7).
Con esta notabn es &cil ver que para multiplicar dosimeros complejos hay que

multiplicar sus nddulos y sumar sus argumentos. Para dividir, por tanto,\seeti sus
modulos y se restan sus argumentos. En efecto: sean

2 =ri(coqa;) +iseray)), 2 = 12(C0Yaz) + isen(as)).
Entonces

2122 = 1 - [(cOgaq) + isen(a;))(coSas) + iser(as)]
= riry - [(coga;)cogas) — sena;)senas)) +
(coqay)senas) + cogas)senay)) |
= 77y - [cOay + ag) + iSen(ag + )] .

De aqu se obtiene laGrmula de De Moivre:

Teorema.—Para todo oimero naturah, se tiene

(coqa) + iser(w))" = cogna) + isenna).
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Demostracbn.—Lo probaremos por indua@n. Paran = 0 se verifica, pues
(coga) +isen(a))’ = 1 = cog0) + isen0).
Supongamos que se verifica paraes decir,
(coqa) + iser(a))" = cogna) + isenna).
Entonces,
(coqa) + iser{))" ™ = (coga) + iser(a))"(coqa) + isen(a)) =

= (coqna) + iser(na)(coga) + isena)) = cogn + 1)a + isenn + 1)a.
Q.£.D.
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Tema 2. El anillo de los nimeros
enteros.

2.1. Divisibilidad.

Antes de comenzar el tema enunciamos una propiedad dérhesras enteros que usare-
mos nas adelante:

Principio de la buena ordenacon: Todo subconjunto no vae deZ acotado inferior-
mente posee unimimo.

Desarrollamos brevemente la teoclasica de la divisibilidad sobre losimeros en-
teros.

Definicion.- Seana, b dos enteros distintos de cero. Seadiuea divide ab si existe
¢ € Z tal queac = b. En este caso se escribp. Tambeén se dice qué esdivisible por
a.

Observacbn.—Dos elementos especialesdsonl y —1. Para empezar, obviamente di-
viden a todos losimeros enteros. Pero adasson loginicos enteros con esta propiedad.

Supongamos que € Z es otro entero con esta propiedad. Entonces debe dividir a
luego existé tal queab = 1. Entonces, o bien, b son positivos o0 son negativos. Si son
negativos, se pone-a)(—b) = 1, con lo que se puede suponer que ambos son positivos.

En este caso, si fuesed b mayor quel (por ejemploa), seiaa > 1y b > 0 (luego
b>1)sefiaab >1-b=10>1,luegoab > 1, lo que no puede ser. As: = b = 1, luego
desde el principia = +1, b = +1.

Observacbn.—La relacbn de divisibilidad verifica las propiedades siguientes:
1. Propiedad reflexivai|a. En efectog = 1 - a.

2. Propiedad antisigtrica: a|b y bla implican quea = +b. En efecto, existen, ¢
tales queb = acy a = bd. Asl a = acd, luegoa — acd = a(l — ¢d) = 0.
Comoua # 0 por definicon de divisibilidad, es — ¢/ = 0 luegocd’ = 1, de donde
¢ =xlyada=+b.

3. Propiedad transitiva: Si|b y b|c entonces:|c. En efecto, existewd, d’ tales que
b=adyc=0bd,luegoc = add lo que implica que|c.
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Por consiguiente, si nos restringimos a enteros positiloglivisibilidad es una
relacbn de orden parcial porque la propiedad antédiica se enuncia asu|b y bja —
a=>b.

Observacbn.—La divisibilidad es compatible con las operaciones afttoas. En con-
creto:

1. Sialby a|c entonces:|(b + ¢). En efecto, existed,d’ € Z tales queb = ad 'y
c=uad. Asi
b+tc=ad+ad =ald+d),

luegoal(b + ¢).

2. Sialb entoncesi|bc, Ve € Z. En efecto, existd € Z tal queb = ad. Asi bc = adc,
luegoalbe.

Veamos ahora uno de los resultadassmmportantes de este tema:

Teorema (de la divisbn eucidea).—Seam, b € Z ., b > 0; Existen unos enteramicos
q,r € 7 tales que:

lL.a=0bg+r
2.0<r<b

Al enterog se le llama etocientede la divisbn y ar el resta

Demostracbn.—Vamos a probar primero la existencia. Sk b, entonces se puede
ponerqg = 0y r = a. Supongamos que > by seaq € Z tal quegb < a < (¢ + 1)b.
Pongamos = a — bg; hay que demostrar que< r < b. Desde luego, coma > ¢b
esa — gb = r > 0. Por otro lado, coma < (q + 1)b, se tiene que = a — gb <
(g+1)b—qb="b.

Probemos ahora la unicidad. Supongamos que exjstenc Z tales quer = ¢'b +
r,0 < r <b. Sig > ¢, restando obtenemos que— ¢')b = ' — r < b, igualdad que
solo se puede dar gi=¢' yr =1r'. Q.£.D.

Observacbn.—Este teorema se puede demostrar usando el principio de brdaraadn.
En efecto: se® = {a —bx | =z € Zya—bxr > 0}. Sesnovam y esk acotado
inferiormente, luego posee unimmo. Sear = a — bg > 0 dicho nminimo. Falta ver
quer < b. En caso contrarioy = b+ 1/, 0 < ' < r. Sustituyendo se tiene qué =
a—0b(q¢+ 1) € S, en contra de serel minimo.

Observacbn.—Podemos dar una nueva defivicide divisibilidad: Sean, b dos enteros
distintos de cero. Se diqueb divide aa si el resto de la divisin dea porb es cero.

Definiciobn.—Un enterop # 0, +1 se llamaprimo si y solo si es divisibleinicamente por
+py +1.

Definicion.—Dados dos enteras b, diremos quel > 0 esun nmaximo condin divisorde
a'y by denotaremod = mcd(a, b), si se verifica:

1. dlay d|b.
2. Sid' > 0 estal quel'|ay d'|b entonces!'|d.
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Sid = 1 se dice que: y b sonprimos entre &

Diremos quem > 0 es unminimo condin miltiplo dea y b y denotaremosn =
mcm(a, b), si se verifica:

1. almy bjm.

2. Sim’ > 0 es tal quel|m’ y bjm' entoncesn|m/.

Observacbn.—Por el momento no tenemos asegurada la existencia del med mictin
de dos enteros, pero excfl comprobar que, de existir, snicos.

Veamos el caso del mcd. Supongamos @yef son dos mcd de y b. Por serd un
mcd y verificarse qué|a, f|b, por la propiedad 2) se tiene qyiel. Cambiando el papel
dedy f,tenemosl|f, y por tanto la igualdad.

2.2. Algoritmo de Euclides. Identidad de Bezout.

Veamos un procedimiento, el algoritmo de Euclides, paralelto del naximo conun
divisor.

Proposicion.— Seana,b € Z,, a > b, y efectuemos la divién eucldeaa = ¢gb + r.
Entonces, si = 0 es mcda,b) = by sir #0

mcd(a, b) = medb, ).

Demostracbn.—Sir = 0 esa = ¢b, luego mcda, b) = b. Sir # 0, sea
d = mcd(a,b), d = mcdb,7) ;

entoncesl|r = a — ¢b, luegod|d’. Por otra parted’|a = ¢b + r, luegod'|dy as d = d'.
Q.£.D.

Este resultado nos permite describirAdgoritmo de Euclides: Seana,b € Z.,
a > b,y efectuemos la diviéh eucldeaa = ¢b+r. Comor < b, podemos dividib entre
r, y ad sucesivamente, obteniendo:

a = qgb+r 0<r<bd

b = qor—+nm 0<r<r
q1r1 + 7o 0<ry<n

1 = (@or2 + 13 O§T3<7"2

Tnei = QuTn+Tn1 01,0 <7y

Tn = Gni1Tn+1 T 0 7Tpi2 =0

Proposicion.—Se tiene que mdd, b) = r,,41, €s decir, el raximo conun divisor dea y
b es ellltimo resto no nulo al aplicar sucesivamente el algoritmalidision.

Demostracbn.—Por la proposi@n anterior se tiene que:
mcda, b) = medb,r) = medr,r) = ... =medr,_1,7,) = Mcdr,, "hi1) = Toit,
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lo cual demuestra el resultado. QED.

Asociada al raximo conun divisor esh la identidad de Bzout, cuya existencia
tedrica viene afirmada por el siguiente teorema:

Teorema (ldentidad de Bezout).—Seana, b > 0 enteros y sed = mcda, b). Existen
enterosy, J tales que
aa+ pBb=d

A cualquier igualdad de este tipo se le llaidantidad de Bzout

Demostracbn.—Demostramos la existencia de manera no constructiva. Sea
S={ne€Z,|n=xa+yb, v,y €Z};

evidentemente& # () porquea = 1-a+0-b € S. ComoS esh acotado inferiormente
por cero, tiene un imimo al que llamamos, = «a + b. Comod|a y d|b entonces
d|ng. Vamos a probar qué = n,, para lo que hay que demostrar qugu y nq|b. Vamos
a probar que|a, la otra reladdn se prueba de forma alega. Por la divigin eucldea
podemos escribié = gng + r con0 < r < ny. Entonces,

r=a—qno=a—q(aa+ pb) = (1 —qa)a+ (—qgB)b e S.
Por la minimalidad de, tiene que ser = 0, luegon,|a. Q.£.D.

Observacbn.—Los enterosy y 3 que aparecen en la identidad dezZBut no sorunicos.
En efecto: para cualesquietas tales quexa + b = d, es

(o —kb)a+ (B+ka)b=d, VkeZ.

La identidad de Bzout nos permite probar el siguiente teorema:
Teorema de Euclides.-Seana, b, ¢ > 0 tales que:jaby mcd(c, a) = 1; entonces|b. En
particular, sip es primo,p|ab y p no divide aa, entonce|b.

Demostracbn.—Evidentemente, la segunda afirn@cies consecuencia de la prime-
ra; demostremossta. Por la identidad degBout,1 = aa + [Fe. Multiplicando porb esta

expresdn, se tiene qué = aab + Fcb. Comoc|ab y c|cb, c|b. Q.ED.
Observacibn.—Sea ;
d = mcd(a, b =2 y=2.
cxaﬂ )7 7a d? d

Entonces!/, b’ son primos entreiporque sino, . # d'|a’ y d'|V/, sefad < dd'|a, dd'|b,
lo que no es posible.

Ahora podemos definir el mimo conmun miltiplo usando el raximo conun divisor.
Seam, b € Z, d = mcd(a, b).

Proposicion.—Se verifica que mcfa, b) = ab/d.
Demostracbn.—Sean

m=ab/d, da =a/d, b =0/d

Se tiene quen = a’'b = al/, luego es niltiplo dea y b. Seam’ € Z miltiplo dea y b,
m' = aa” = bb". Dividiendo estalltima igualdad por/ obtenemos/’a” = v'b" y, por el
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teorema de Euclides;|b”, es decir)” = da’c. Sustituyendon’ = ba’c = mc, luegom es
el minimo conun miltiplo dea y b. Q.£D.

Teorema (fundamental de la divisibilidad).—Todo entero distinto dey +1 se descom-
pone en producto finito delmeros primos. Esta descompo8itiestnica salvo orden y
producto por unidades.

Demostracbn.—Vamos primero a demostrar la existencia de la descomposiSiea
n # 0,%+1 un entero fijo, y vamos a demostrar quese descompone en producto de
primos. Podemos suponer que> 0 porque, si lo demostramos en este caso ¥+
p1---pr, €Ntonces—n = (—pp)---p., 10 que demuestra el resultado para los enteros
negativos.

La existencia de la descomposinise prueba por indudm a partir den = 2. El
nimeron = 2 es primo. Supongamos que > 2 y que todos los iimeros menores
guen se descomponen en producto finito de primos: 8¢ primo hemos terminado: es
producto de un primog] mismo). Si no lo es, se descompone en productonin, de
dos enteros positivos estrictamente menoresrqu&l aplicar an, y n, la hipotesis de
induccbn, vemos que se descompone en producto finito de primos.

Para demostrar la unicidad (salvo orden y producto por deisla basta considerar
enteros positivos por la misma raan que antes. Adeas, basta ver que no puede haber
dos descomposiciones distintas de un misiinmero positivo en producto de primos po-
sitivos. Vamos a operar por reduénial absurdo. Supongamos que hayneros que
admiten dos descomposiciones distintas en producto deppositivos:

n=Pp1Pr=4q1"""(gs.

Supongamos que < s. Tenemo;|n = ¢ ---qs, luegop;|q;, para aldin i, con
1 <i < s, de donde; = ¢, al serg; primo. Podemos suponér= 1. Dividiendo porp;
se tiene ques - - - p,. = ¢2 - - - 5. Repitiendo el razonamiento pasga . . ., p., legamos a
l=¢1---qs.-Luegor =syp;=q;, 1=1,...,r. Q.£.D.

Teorema (Euclides).—El conjunto de los primos es infinito.

Demostracbn.— Supongamos que no, es decir, que el conjunto de los primss fue
finito, y seanpy, ..., p, todos los primos. Sea = p,---p,. + 1. Por la factorizadn
Unica,n debe ser divisible por alm p;, lo que implicafa quep;|1 y eso es imposible.
Q.ED.

Observacbn.— Veamos otra forma de definir elarimo conuin divisor y el ninimo
comun multiplo. La factorizacbn Gnica de un entero positive la escribiremos usual-
mente en la forma

n = H p’/n(p)

p primo

donde todos los,,(p) son cero salvo uniimero finito. La factorizaéin se puede extender
a enteros: < 0 poniendo
n=(-1) I ».

p primo
Sin embargo, la nodn de rumero primo la reservaremos para los positivos, como hemos
dicho antes.

Teorema (Existencia del néximo conn divisor).— Dados dos enteras b > 0, existe
ununicod > 0 que verifica:
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1. dlay db.
2. Sid' > 0 estal quel'|a 'y d'|b entoncesl'|d.

A este entero se le llama elaximo conun divisor dex y b y se le denotd = mcd(a, b).
Demostracbn.—Sean
a = H pVa(p)’ b — H pub(p)

p primo p primo

las descomposiciones dey b en producto de primos. Seg el enunciado queda claro
gue ellnico umero que satisface las condiciones es

d = H pmin(va(p)vl/b(l'))_

p primo

Q.ED.

Teorema (Existencia del ninimo comin maltiplo).— Dados dos amerosa, b > 1, exis-
te untinicom > 0 que verifica:

1. almy bjm.
2. Sim’ > 0 es tal que:/m’ y b|m’ entoncesn|m/'.
A este entero se le llama elimimo conmun multiplo dea y b y se le denotan =
mcm(a, b).
Demostracbn.—Sean
a3 H qu(p)’ b= H pVb(p)
p primo p primo

las descomposiciones dey b en producto de primos. Seg el enunciado queda claro
gue ellnico rumero que satisface las condiciones es

—— H pmax(ua(P),Vb(P)) — aib

mcd(a, b)

p primo

Q.ED.

2.3. Congruencias.

La division eucldea nos conduce inmediatamente a lamocde congruencia deddulo
dado.

Definiciobn.— Dados dos enteras b, se di& quea es congruente cobh modulom # 0
si a y b dan el mismo resto en la divisi eucldea porm. En este caso se escribir
a =b (modm).

De la divisbn eucldea se deduce que siempre se puede suponer positiamealonn
de la congruencia porque= gm+r implicaa = (—q)(—m)+r. Esto es lo que haremos
de ahora en adelante.
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Se puede ver a las congruencias dedoiom > 0 fijo como una reladin enZ. En
este sentido es una relani de equivalencia porque verifica las siguientes propesiad
(que son consecuencia inmediata de la defnici

1. Propiedad reflexiva: Para todas Z esa = a (modm).
2. Propiedad sigtrica: Sia = b (mod m) entonce$ = a (mod m).

¢ (modm), entoncesa =

3. Propiedad transitiva: Si = b (modm) y b
¢ (modm).

Una propiedad fundamental de las congruencias es la stguien

Proposicion.—a = b (mod m) siy solo sim|(b — a).

Demostracbn.—En efecto, sk = b (mod m), entoncess = gm + r, b = ¢'m + r,
luegob — a = (¢’ — ¢)m. Redprocamente, sin|(b —a), a = gm +r b = ¢m + 1/,
entonced —a = (¢ — ¢)m+ (' —r), igualdad que@o es posible cuandd — r = 0 ya
que|r’ —r| < m. Q.ED.
Observacbn.—Las congruencias son compatibles con la @digi la multiplicacon.

Proposicion.— Se verifica quer = b (modm)yc = d (modm) = a+c¢c = b+
d (modm).
Demostracbn.—En efecto, considerando las divisiones @lrhs
a=qm-+rnr b=qgom+ry
c=q3m+ry d=qm+ry
T+ Ty = qgsm + T3
atc=(qp+@a+g)m+rs b+d=(¢+q+qg)m+r;
Q.£.D.
Proposicion.—Se verifica que. = b (modm) y ¢ = d (mod m) = ac = bd (mod m).
Demostracbn.—En efecto, considerando las divisiones @alghs
a=qm-+r b= qm+r
Cc=q3m—+ 1o d=qm+ry
Ty = q5m + 13

ac = (qugsm + @112 + g3 + g5)m + 13
bd = (q2qam + qora2 + qar1 + g5)m + 13

Q.ED.

Las congruencias tienen algunas propiedades interesgumdss diferencian de los
enteros. ¢ Qaiocurre con la cancelari multiplicativa de congruencias? Es decir, se trata
de ver si se verifica que

ar = bxr (modm) = a = b (modm)
La respuesta es claramente negativa porque, por ejemplo,

2-2=0-2(mod4) y 2#0 (mod4)
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Engeneral, sl < d = mcdz,m),z = 2'd, m = m'd, entoncesn’z = 0-x (mod m)
y m’ # 0(mod m) porqued < m’ < m.

Lo positivo de esta situa@n es que se verifica la propiedad cancelativa con multipli-
cadorz siy solo si medz, m) = 1. Acabamos de ver que, si esté@ximo conuin divisor
es mayor que nunca se verifica la propiedad cancelativa. Veamos gse serifica
cuando eg. Seaaxr = bx (modm)y mcdz, m) = 1. Por la identidad de &out existen
«, f € Ztales quexz + fm = 1. Asl, a = aax + Sam, b = abx + [bm, luego

a—b=alax —bx)+ B(a —b)m,

que es miltiplo dem. Por tantog = b (mod m).
Proposicion.—La ecuaddbn en congruencias

ax = b (modm)

tiene soluddn siy $lo sid = mcda, m) divide ab.

Demostracbn.— Supongamos quélb, b = de. La identidad de Bzout nos dice que
d = aa + pm, luegob = dec = aac + pfme. Comome = 0 (modm), Se tiene que
aac = b (modm), es decirqc es soluodbn de la ecuadin.

Para la implicad@n contraria supongamos qug es una soluéin de la ecuabin en
congruencias. Es deairy — b = km, luegod|axy — km = b. Q.£.D.

2.4. Clases de congruencias adaulo m.

Fijemos un enteran > 2, y seaZm el conjunto de los enterosittiplos dem.

Sabemos que la relam “ser congruente édulom” es una reladn de equivalencia
en el conjunto de losinmeros entero%. Por tanto, dicha reladn induce una partion
enZ en clases de equivalencia, que llamaremos clases de congrme®dulom.

Veamos 6émo es la clase de equivalencia de un entero Z. Sabemos qué € Z
esh en la clase de si y lo sib es congruente com moédulom, es decirm|(b — a),
luegob = a + gm. Por tanto, la clase de congruenciadulom dea es el conjunto de los
enteros de la forma+ km, conk € Z.

Asi, dadoa € Z, la clase de congruenciaddulom la denotaremos par+ Zm, y al
conjunto de todas las clases de congruend@dutom lo denotaremos pdé /Zm.

Vamos a describir el conjuntd/Zm y a ver que podemos sumar y multiplicar los
elementos d& /Zm.

Proposicion.— Todo rimero natural es congruenteéddulom a uno (y $lo uno) de los
enteros del conjuntg0, 1,2, ...,m — 1}.

Demostracbn.— Seaa € N. El teorema de la diviéin implica quea = gm + r,
0 < r < m. La primera igualdad nos dice quey  son congruentes @dulom. Q.£.D.

Corolario.— Todo riumero entero es congruenteddulo m a uno (y $lo uno) de los
enteros del conjunt0, 1,2, ...,m — 1}.
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Observacbn.—Asi, el conjunto de las clases de congruenciasinfiom es
Z/Zm ={0+Zm,1+Zm,...,(m— 1)+ Zm}.
Veamos émo se definen la suma y el producto de clases de congruencias.

Definicion.—Seana + Zm, b + Zm € Z/Zm dos clases de congruencias.

(a+Zm)+ (b+Zm):=(a+b)+Zm

(a+Zm) - (b+ Zm) := (ab) + Zm.

Proposicion.— El conjuntoZ/Zm, con las operaciones definidas anteriormente, es un
anillo (abeliano).

Ejemplo.—Supongamos que: = 10,a = 7,b = 9. Entonces

(7+Z10) + (9 + Z10) = 16 + Z10, (7 + Z10) - (94 Z10) = 63 + Z10.

Teniendo en cuenta que+ Z10 = 17 + Z10, 9 + Z10 = 29 + Z10, ¢que ocurre
si cambiamos €T por 17 y el 9 por29? No pasa nada, ya que el resultado es el mismo:
(174 Z10) + (294 Z10) = 46 + Z10, pero46 + Z10 = 16 + Z10. Lo mismo ocurre con
el producto.

En la secdn anterior probamos que las congruenciaslatom eran compatibles con
la suma y el producto, es decir, la suma y el producto que heeftsdo no dependen

del representante que uno elija.

Hemos visto que toda clase de congruenciaZm es igual a una clase+ Zm, con
0 < r < m. A partir de este momento siempre que trabajemos con clasemdeuencias
modulom la escribiremos usando un representante< r < m. Asi, pondremosg7 +
Z10)-(9+Z10) = 3+ Z10, ya que, por el teorema de divasi, 63 = 6.10 + 3, luego3 es
congruente cofi3 moédulo10, es decir3+7Z10 = 63+ 7Z10. Anadlogamente-11+ 710 =
9+ Z10.

Ejemplo.— Como ejemplo escribimos las tablas de sumar y de multipliealas con-
gruencias radulos4 y 5.

+1011(2]3 x[0]1]2]3
0(011]2]3 0/0[{0101]0
1111213]0 17071123
21213101 21012012
31310]1|2 31013121
+10(112]3|4 x 1011234
0101234 0[{0]0|0[0]O
111(213[41]0 17011234
212134101 21012413
3131410112 31013 |1]4)|2
4141011123 410141321
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Teorema chino del resto.-Seanm, mo, . .., m, enteros, mayores que 1, primos enfre s
dos adosqq,as,...,a, € Z. El sistema de congruencias:

r = a; (modmy)
T = ay (mod msy)
r = a, (modm,)

tiene soluddn. Adends, siz y =’ son dos soluciones, entoncess 2/ (mod M), donde
M = myms---m,. Redprocamente, si es una soluéin yz’ = = (mod M), entonces
z’ es soluddn.

Demostracbn.—DenotemosV/; = M /m;, Vi =1,...,n. Es claro que
mcdm;, M;) =1, Vi=1,...,n,
luego, por la identidad ded&out, existeny;, 5; € Z verificando
1l=am;+5M;, i=1,...,n.

Tomemost = a8, M, + as oMy + - - - +a, 5, M, y comprobemos que es soluadn.
Para ello tendremos que comprobar ques a; (modm;), para todoi, o, equivalente-
mente, que: — a; = 0 (mod m;), para toda. Usando la identidad de@&out correspon-
diente, tenemos; = a;a;m; + a;;M;. Entonces,

r—a; = a1 M+ -+ anSy My, — ajoumi — ai i M; =
= a1 My+ -+ ai 1 i My + a1 BipaMi + - + a5 My — ajaym,

y, al ser todos los sumandodittiplos dem;, esz — a; = 0 (mod m;). Q.ED.

2.5. Los teoremas de Fermat y Euler.

Terminamos este tema probando dos teoremas muy importdabedos a Fermaty Euler,
ad como varios criterios de divisibilidad sencillos, y prblEmente conocidos.

Seanm,n enteros positivos. Recordamos que @mero combinatorio(’;j) est
definido de la forma siguiente:

Lema.—Sip es primo, entoncesdivide a(f,), para todd) < r < p.

Demostracbn.—Sabemos que
p\_ 1
r ri(p—r)!
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es un entero. Comb< r < p—1, pnodivide ar! nia(p—r)!, los enterop y r!(p —r)!
son primos entreisPor tantor!(p — r)! divide a(p — 1)!y

Py _ | (p—1)
r P rli(p—r)!
es un entero Bitiplo dep. Q.£.D.

Corolario.— Sip es primo, entonce§a, b € Z, (a + b)? = a” + P (mod p).
Teorema.—Sip es primo, entoncesa € Z, o’ = a (mod p).
Demostracbn.— Basta probarlo para enteros positivos. Lo haremos por inooicc
Paraa = 1 ya esh. Supongamos el teorema cierto par&ntonces
(a+1)P =d” + 17 = a + 1(modp)
por la higtesis de inducéin. Q.£.D.

(Pequdio) Teorema de Fermat.-Si p es primo y no divide a € Z, entonces’~! =
1 (modp).

Demostracbn.—Por el teorema anteriot? = a (mod p). Por semp y a primos entre
si, se verifica la propiedad cancelativa, luego' = 1 (mod p). Q.E.D.

Observacbn.— El teorema de Euler estrelacionado con las congruencias invertibles
modulom, esto es, los elementast Zm tales que existé + Zm verificando

(a+Zm)-(b+Zm) =1+ Zm.

Los elementos que verifican esta propiedad se denomimdadesmodulom.

Proposicion.—a + Zm es una unidad e#/Zm siy lo simcda, m) = 1.

Demostracbn.—Supongamos que+ Zm es unidad. Entonces existe- Zm tal que
(a+Zm)(b+ Zm) =1+ Zm, luegoab — 1 = gm, y ab — gm = 1, por tantoa y m son
primos entre s

Redprocamente, supongamos que ffacar) = 1. Por la identidad de Bezout existen
enteros:, s conra + sm = 1. Luegol + Zm = (ra+ sm) + Zm = (ra+ Zm) + (sm +
Zm) = (a + Zm)(r + Zm). Por tantoz + Zm es una unidad. Q.£.D.

Corolario.— El conjuntoZ/Zp es un cuerpo si y&do sip es primo

Observacbn.—La notacon eséndar para el cuerdd/Zp esF,,, aunque en estos apuntes
seguiremos con la notaxi de congruencias.

Corolario.— El nUmero de unidades d&/Zm es igual al mmero de enteros, 1 < a <
m, que Son primos com.

Definicion.—Al numero de enteras, 1 < a < m, que son primos com se le denota por
®(m), lafuncion ¢ de Eulet

Teorema de Euler.-Seaa + Zm una unidad efZ /Zm. Entonces

a®™ =1 (modm).

42



Algebra Bésica. Departamento de Algebra. http: //www.departamento.us.es/da

Demostracbn.—Sea
P= {U17U27 PN ,U¢(m)}
las unidades d&/Zm. Sea
Q = {wa,usa, ... ugmmya}t

el conjunto obtenido al multiplicar los elementosdpor a. Es claro que los elementos
de @ son todos distintos y son unidadesZfZm. Por tanto los elementos dey () son
congruentes entré &n diferente orden), de donde

H?:(T) U = Hf;(T) w;a (modm)

Si ponemos: = 12" u; se tieneu = ua®™ (modm). Comou y m son primos
entre §, se verifica la propiedad cancelativa y obtenemos

a®™ =1 (modm).
Q.£D.

Vamos a ver podltimo, cdmo hallarg(m) sin necesidad de comprobar elemento a
elemento d€0, ..., m — 1} si son primos com: 0 no. Para ello no necesitamo&smue la
factorizacon dem (en realidad, @lo el conjunto de primos que dividema, que es algo
Menos preciso).

Proposicion.—La funcion ¢ verifica las siguientes propiedades:
1. Sipes primo, entonces(p) = p — 1.
2. Sip es primo, entonces(p”) = p™ — p" ! = p"(1 — 1/p).
3. Sim y n son primos entreisentonces)(nm) = ¢(n)p(m).

4. Sin = pi'p5?...p"' es la descomposian en factores primos de entonces

)

Demostracbn.— Los apartados primero y segundo son elementales. El priegero
directo y el segundo se sigue de observar quejiiisos rimeros menores qué€ y no
primos conrél son precisamente losttiplos dep menores y hay, precisamente ! de
éstos.

Para ver el tercer apartado, denoterfipgas unidades mogdy definimos
fUpn — UypxU, g:UpxU, — Upy

r — (x,x) (a,b) — =xtalque =z
x

a (modm)

b (modn)

Notemos que, dado que med,n) = 1, un entero es primo comn si y lo si lo
es conm y n ala vez. Por tantg est bien definida, y tambn lo esh ¢ (utilizando el
Teorema chino del resto). Es sencillo ver gug g son aplicaciones inversas la una de la
otra, por lo que

p(mn) =4 (Unnn) = £ (Un x Un) = d(m)p(n).

El cuarto apartado se sigue directamente del segundo yrdetde Q.£D.
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Tema 3. Polinomios.

3.1. Introduccion.

Seak (Q, R, C,Z/Zp) un cuerpo. Denotaremos pbjr| al conjunto de todas las expre-
siones de la forma

a(z) = a;x’
=0
cona; € k. Asl, k[x] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficiemntés e

Definicion.— El grada, notado grad@:(z)), de un polinomio no nula(z) es el mayor
enteron tal quea, # 0. El polinomio conayg = a; = ... = a,, = 0 se denomina
polinomio nuloy se denota pad. Se conviene que grafh = —oc.

Seaa(r) = Y1, a;x* € k[x] un polinomio no nulo com,, # 0. Llamaremogérmino
lider de a(x) al ttrminoa,z™, coeficienteider a a,, y término constant@ a,. Un poli-
nomio se dicanonicosi su coeficienteidler esl. Los polinomios de grado cero,ia®mo
el polinomio nulo, se dicepolinomios constantes

Los polinomios se pueden sumar y multiplicar, extendieadmlperaciones de Si
a(z) =30 a;x’, b(x) = X", bat, suponiendon > n, es

n

a(z) +b(z) =D (a; + b))z’ + bypz™™ + ...+ bpa™
=0

El producto de los polinomias(z) y b(z) est definido por:
m+n

d(z) = a(z)b(z) = Y diz', donde d; = > ab;.
1=0

itj=l

Es facil comprobar que la suma y el producto de polinomios vernfias propiedades
conmutativa, asociativa, distributiva, elemento neuglemento siratrico y elemento
unidad. Esto esk[z] es un anillo conmutativo. Per@ste no es elinico parecido con
Z.

Teorema de divisbn.— Seanf(z), g(z) € k[z] dos polinomios cory(z) # 0. Existen
q(z),r(z) € k[x], Gnicos, tales que

f(@) = q(x)g(x) + r(z)
y graddr(z)) < graddg(z)).
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Demostracbn.—La demostradin se hace de manera efectiva, indicanolme se cal-
culan cociente y resto de la divigi eucldea. Si gradof(z)) < graddg(z)) se pone
q(z) =0,r(z) = f(x), y ya hemos terminado nuestra constréaci

Supongamos que gragfz)) > graddg(x))y seama™, bx™ los trminos de mayor
grado def(x), g(z), respectivamente. Escribamos

filz) = f(x) = (a/b)z™ "g(x);

entonces; (z) es un polinomio de grado estrictamente inferior afde).
Aplicando el mismo razonamientofa(z), y as sucesivamente, logramos crear un
conjunto finito de igualdades del tipo

(@) = a@)g(@) + filx),

donde
gradd fi(x)) > gradd fo(z)) > ... > gradd f,(z))
y fi(x) = 0 0 es de grado inferior al dgz). Poniendo

t

q(@) = 2 ai(@) , r@) = fil@)

se tienef(z) = q(z)g(x) + r(x).

La unicidad se pruebaiasean

entonces

r(x) —r'(z) = (¢ (2) — a(z))g(x),
con lo que debe sei(x) — r’(x) = 0 porque todo raltiplo no nulo deg(z) tiene que ser
de grado mayor o igual quéd. Q.ED.

Teorema del resto.-Si f(x) es un polinomio con coeficientes en un cuekpg a € k,
entonces (a) es el resto de dividif (x) porz — a.

Demostracibn.—Por el teorema de divish es
f(z) = (x — a)q(x) + r(x) con graddr(z)) < graddz — a) = 1.
Asi, r(x) es una constante, digamasLuegof(a) = (a — a)q(a) +r =r. Q.E.D.

Teorema de la rdz.—Seaf(z) € k[z| un polinomio de grado positivo. Entoncésr)
tiene unaraa € k (i.e. existen enk tal quef(a) = 0) siy Slo si es divisible por: — a.

Demostracbn.—En efecto, se puede escrilfitz) = ¢(x)(z — a) +r conr € k. Asi
f(a) =0siy slo sir = 0, lo que equivale a quer — a)|f(z). Q.E.D.

Corolario (D’Alembert).— Un polinomio no nulof (z) € k[z] de gradon tiene a lo nas
n raices distintas eh.
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Demostracbn.—Lo probaremos por induamn enn, el grado def (z).

Sigradd f(z)) = 0, entonceg (z) en un polinomio constante no nulo, luego no tiene
raices erk.

Supongamos qug(x) es un polinomio de grade > 0y que tiener raices distintas
ai,...,a,. enk. Veamos que < n.

Tenemos qug(a,) = 0, luego por el teorema de lairaf(x) = (z — a,)g(x), con
gradg(z)) = n— 1. Paracada,1 <i <r —1, f(a;) = 0 = (a; — a,)g(a;). Como
a; # a,, €sg(a;) = 0. Por tantoay, . .., a,_, son races dey(z) y graddg(z)) = n — 1.
Por induccon,r — 1 <n—1,yr <n. Q.E.D.

3.2. Maximo comin divisor.

Con el teorema de divi@h para polinomios podemos, al igual que se hizo con los@ter
dar un algoritmo de Euclides y la identidad dezBut.

Definicion.— Seanf(z), g(z) € k[x]. Un polinomiop(x) € k[z] es unmaximo conan
divisorde f(z) y g(x) si verifica:

Dp()]f(x)y p(x)lg(z)
2) siq(x) es otro polinomio que divide A(x) y a g(z) entonces(x)|p(z).

Observacbn.— Si p(z) = mcd f(x),g(z)), entoncesyva € k \ {0}, se tiene que
ap(x) = mecd(f(z), g(x)). Por eso cuando hablamos de uaximo conun divisor, so-
breentederemos que estamos tomando un polinorigan y, en esas condiciones, es
Unico.

Podemos calcular unaimo conun divisor de dos polinomios usando el teorema de
divisibn, como en los enteros.

Seanf(z), g(z) € k[z]; sabemos que existefix), r(x) € k[z] tales que

f(x) = q(x)g(x) +r(x), congradér(r)) < graddg(z)).

Proposicion.—Con las notaciones anteriores, se tiene que
med(f(z), g(x)) = med(g(z), r(z))
Demostracbn.—Supongamos que

a(z) = medg(z), r(x)), b(z) = med f(x), g(x)).

Comof(z) = q(x)g(z) +r(x), se tiene que(x)|f(z) y ad a(x) es un divisor corin
de f(2) y g(x), luegoa(x)|b(x).
Analogamente, como

r(z) = f(z) = q(x)g(),

se tiene qué(x)|r(z) y ad es un divisor coran deg(x) y r(z), luegob(z)|a(z). Q.E.D.
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Teorema (Algoritmo de Euclides).—Dados f(z),g(x) # 0 € k[z]|, gradd f(z)) >
graddg(z)), hacemos divisiones sucesivas, y obtenemos:

fl) = q(z)
g9() = qx
r(z) = al

g9(z) +r(z)
Jr(x) 4 ri(x)
Jri(x) + ra(z)

Faca(t) = oo (@)1 (z) + al2)
Tn—l(x) Qn@)rn(x)

Entonces el proceso es finito y, con las notaciones antsrioned f(z), g(x)) =
rn(T).

Demostracbn.—Consideremos la sucési{gradqr;(x))} que es una suceési estric-
tamente decreciente de enteros no negativos. Como el priereeeto es gradg(z)),

la sucesdn puede tener a lo &s gradof(z)) + 1 elementos. Por tanto, existe urn> 1
tal quer, 1 (x) = 0.

Por el lema anterior tenemos que:

med(f(x), g(x)) = medg(x), ra(x)) = . .. = med(ry 1 (), ra(z)) = ra(2).
Q.£D.

Teorema (ldentidad de Bezout).—Seana(x),b(x) € k[z], b(x) # 0. Si denotamos
mcda(x),b(z)) = d(x) entonces existen elementds), t(z) € k[x] tales que

d(z) = s(x)a(z) + t(z)b(z).

Demostracbn.—La demostradn es consecuencia del algoritmo de Euclides.

3.3. Factorizacbn. Factores multiples.

Definicion.—Diremos que un polinomip(x) € k[z] esirreduciblesi no es una constante,
y sip(x) = f(z)g(x), entonces (z) 0 g(x) es una constante.

Los polinomios irreducibles juegan éffir] el mismo papel que losimeros primos
enz.

Proposicion.—Seap(x) € k[z] irreducible. Sif(z) es un polinomio que no es divisible
por p(x), entonces el @ximo coniin divisor dep(x) y f(x) es 1.

Demostracbn.—Sead(z) = mcdp(x), f(z)). Sabemos que(x) no divide af(z),
entonces

f(z) = q(z)p(x) + r(x), con0 < graddr(x)) < graddp(z)) y r(z) # 0,
y aden@s grad¢d(x)) < graddp(z)), puesd(z)|r(z). Comod(x)|p(z) Y p(z) es irre-

ducible, o bieni(z) es una constante no nula o#s) = p(x). Estolltimo es imposible
por los grados asd(x) es una constante no nula. Q.£D.
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Teorema.—Cualquier polinomio de grade 1 dek[z] es irreducible o factoriza en pro-
ducto de polinomios irreducibles.

Teorema.—Seap(x) € k[x] irreducible. Sip(z)|f(z)g(x), entonced(z) divide af(x) o
ag(x).

Teorema.—Seaf(x) = pi(z)...ps(z) = ¢ (x) ... q(x) dos factorizaciones dg(x) en
producto de polinomios irreducibles éf:|. Entoncess = ¢ y existe una corresponden-
cia uno a uno entre los factoreg(x),...,ps(x) Y ¢1(z),...,q(x) donde, sip;(z) se
corresponde cog;(x), se tiene que;(z) = ag;(x), paraal@na € k \ {0}.

La demostradin de estos tres teoremas es igual qu&eBin embargo, una herra-
mienta espdfica y Util de los polinomios es la derivada, que coincide con ekcepito
usual de aalisis.

Observacibn.— Usaremos la notagn habitual: f'(z) es el polinomio que se obtiene al
derivar f(z); D : k[z] — k[z] es la funcdbn que a cada polinomio le asocia su derivada,

D(f(z)) = f'(x).

Definicion.—La derivadade un polinomiof (x) est definida por las siguientes reglas:
1) Sif(x) = az™, a € k, entonceD (az™) = nax™ .

2) Sif(z) = g(x) + h(z), entonceD(f(x)) = D(g(x)) + D(h(z)).

Proposicion.—Se verifica que:

1) D(f(x)g(x)) = f(z)D(g(x)) + g(z) D(f(x)).

2) D(f(x)* = sf(x)*"'D(f(x)).

Teorema.—Seaf(z) € kx|

1) Si f(x) tiene factores mltiples, entonceg(z) y f/(x) no son primos entré.s

2) (caracteistica cerok = Q,R,C) Si f(x) y f'(x) no son primos entrei,sentonces
f(z) tiene factores rltiples.

Demostracbn: Supongamos qué¢(x) tiene aldin factor nultiple, f(z) = p(z)%q(z),
cons > 1. Entonces

f'(z) = p(a) [sp(x)q(z) + p(x)q ()],

luegop(z) es un factor comin def(x) y f'(x).

Seand(z) = med f(z), f'(z)), que sabemos es de grado mayor que cefgzy un
factor irreducible del(x). Veamos que(x) es un factor raltiple de f(x).

Comop(z)|f(x), esf(x) = p(x)g(x). Derivando tenemos
f'(@) =p'(x)g(x) + p(x)g (x).

Comop(x)|f'(x), p(x) divide al product’(x)g(x), y, por sep(z) irreducible, divide
a uno de los factores. Ahora bier(;x) no puede dividir @'(x) pues tiene grado estric-
tamente mayor (caracistica cero), luege(z)|g(x), y g(x) = p(x)h(x). Sustituyendo
tenemosf (z) = p(z)?h(z). Q.E.D.
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3.4. Congruencias. Teorema chino del resto

Las congruencias para polinomios se definen igual a la deitesas y tienen propiedades
similares.

Definicion.— Seap(x) € k[z]. Dadosf(x),g(x) € k[z], diremos quef(z) y g(x) son
congruentesnodulop(z), y escribiremos

f(z) =g(z) (modp(z)),
sip(z) divide af(x) — g(x).

Observacibn.—La relacbn de congruencia moglz) tiene las mismas propiedades que
la de congruencia ddulom de enteros. Por ejemplo:

e Las congruencias son compatibles con la suma.
e Las congruencias son compatibles con la multiplicaci

e La congruencia es una relaaide equivalencia efiz|.

De la misma forma que construimos los anillb&Zm de las clases de congruencias
modulom, podemos considerar el conjunto de las clases de congasemheipolinomios
dek[z] mddulom(z), que lo denotaremos péfz]/(m(z)).

Proposicion.—Sim(z) tiene gradal, cualquier clase de congruenciddulom(z) tiene
un Unico representantd x) de grado estrictamente menor gle

Demostracbn.—Seaf (z) € k[z]. Por el algoritmo de divi$in tenemos que
f(@) = q(z).m(z) + r(z), graddr(z)) < gradqm(z))

y f(z) = r(z) (modm(x)). Q.£D.

Esto prueba que el conjunto de polinomiosidle] de grado estrictamente menor que
el grado den(x) es un conjunto completo de representantes patid(m(z)).

Ejemplo.— Seam(z) = z* + 1 € Q[z]. Cada elemento d@[z]/(m(x)) tiene un repre-
sentante de grado menor o igual que 1. Como

= -1 (modz?+ 1),

es
2= —r (modz®+1).

En general, esil ver que

" = (=1)" (moda? + 1)

2 = (—=1)"r  (moda? +1).

ComoQ es un cuerpo infinito, existen infinitos polinomios de gradenor o igual
que 1 enQ|z], y por tantoQ|z]/(z? 4+ 1) es un conjunto infinito.
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Si cambiamog) porZ/Z3 tenemos que

(Z/Z3)[z])/(z* +1) = {0,1,2, 2,2 + 1,2 + 2,27, 2z + 1,22 + 2}.

Observacibn.—Al igual que hicimos con los enteros, podemos definir la suri@arngul-
tiplicacion de clases de congruencias de polinomios como la claséddefiar la suma
y la multiplicacbn, respectivamente, de sus representantesaddscomprobar que es-
tas operaciones &st bien definidas y verifican las propiedades usuales de la gum
multiplicacion, convirtiendo &|x]/(m(x)) en un anillo.

Teorema chino del resto.-Seanm,(z), ..., m,(xz) € k[z] polinomios primos entreis
dos adosg;(z),...,a,(x) € k[z] arbitrarios. Entonces exisféx) € k[z] tal que:
()

a;(x) (modm;(x))
as(xz) (modmsy(x))

f(2) = an(@) (modm, ()
Si fi(x) y f2(x) son dos soluciones, se verifica que:

fi(z) = faz) - (modmy(z)ma(z) - - - mn(2)).

Demostracbn: La demostracin es aaloga al caso de los enteros.
Comom;(x) y m;(x) son primos entreispara toda # j, m;(z) es primo con

li(x) = my(z) - - miy (@) (2) - - - (2).
Por la identidad de &zout, existeny;(z), 3;(z) € k[x] tales que

1 = a;(z)m;(z) + Bi(z)li(z), Vi=1,...,n.
Se tiene que

Bi(z)li()
Bi(z)li()

La solucbn es entonces

f(z) = a1(x)Br(2)l1(x) + ag()Po(x)la(z) + . . . + an(x)Bn(x)l, ().

1 (modm;(x))
0 (modm,(x), Vi#j

3.5. Factorizacbn enClz] y en R|[z]

El resultado que enunciamos a contindacly cuya demostrath puede verse drindsay
Childs, A Concrete Introduction to Higher Algebres dice émo son los polinomios
irreducibles sobr€.

Teorema fundamental deléalgebra.—Todo polinomiof(z) € C|x] de grado positivo
tiene una rez enC.
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Corolario.— Todo polinomiof (z) € C|x] de grado positivo, digamos tienen raices en
C, i.e, se puede escribir

1) = a [ - a),

dondea, o; € C.

Demostracbn.— Por el teorema fundamental dabebra,f(x) tiene una r& «; en
C. Se puede, pues, escribjitx) = (z — ay) f1(z). Aplicando el mismo razonamiento a
fi(z), y ad sucesivamente, se llega, despulen — 1 pasos a una exprési de la forma

fle)=(r—a1)...(2 — an_1) fna(z),

donde f,,_1(x) es un polinomio de primer grado. ComfQ_;(z) se puede escribir
fro-1(z) = ax — aa,, se tiene el resultado. Q.ED.

Por tanto, lodinicos polinomios irreducibles e@[z| son los de gradd. Veamos
como son los polinomios irreducibles &jz].

Proposicion.— Todo polinomio deR[z] de grado impar tiene unairaenR. Todo poli-
nomio de grado par se descompone en producto de polinomgraidesl 6 2 (los cuales
son irreducibles si y&o si sus r&ces son complejas no reales).

Demostracbn.—Seaf(x) € R|[x] un polinomio de grado positivo, digamas Por el
teorema fundamental dalgebra,f(z) tienen raices enC. Sea

f(z) =apx" +ax" ' +.. . ‘ap v +a,, a; ERVi=0,1,...,n,
y seax = a + bi unardz. De
0= f(a) =ag(a+bi)"+ai(a+bi)" ' +...+a,1(a+bi) +a,
se deduce, tomando conjugados, que
0= f(a) = f(@) = apla — bi)" +ai(a—bi)" '+ ... +a, i(a—bi) + a,.

Asi pues, sic es una raz de f(z), tambén lo esa. Por tanto, las fi@es no reales
de f(x) aparecen por pares de conjugadasn 85 impar, tiene que haber unazgue
coincida con su conjugada, luego es real. Esto prueba eépsserto.

En cuanto al segundo aserto, se pruelbaZisy = a + bi €s una rez compleja no real
de f(z), el polinomio

(r —a)(r —a) = 2* — 2ax + (a* + b?)

divide af(z) y tiene coeficientes reales. De ags obvia la concluén. Esto prueba el
resultado. Q.£D.

3.6. Factorizacbn enQ|z].

Observacbn.—Seaf(z) € k[z] un polinomio de grad@ 6 3. Entoncesf(z) es reducible
siy lo sitiene una fi@ enk. En efecto, el hecho de qyér) sea reducible es equivalente
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a decir que tiene un divisor que es de grad&i éste esiz — b, entonce$/a es una rez
de f(z).

Naturalmente, lo anterior no funciona para grados mayddaspolinomio de grado
4 se puede descomponer, por ejemplo, en dos factores irbdelsicie grad@, luego no
tiene por gé tener rices enk. Con mayor ra@n ocurri@ esto en grados &s altos. No
obstante es bueno ver si un polinomio dado tiene o f@eseenk. Si las tiene, y es de
grado mayor que, es autoraticamente reducible.

Observacibn.— Consideremos el caso de= Q. El problema de saber ando un poli-
nomio deQ[z] es irreducible es muy dfil de resolver. Sin embargo, el problema de la
localizacbn de races (que, como hemos notado, easrsimple), sse puede atacar.

Para empezar, notemos qu¢ i) € Q[x] es igual buscar susices que las def (),
dondea € Z. En particular, podemos suponer gf(e) esh, en realidad ef[z] (esto es,
todos sus coeficientes son enteros). En estas condicioreadas el siguiente resultado,
tambien conocido com®&egla de Ruffini

Proposicion.—Sea
f(@) =ax" + a2z '+ . 4 ax+a,, a; €Z,Vi=0,1,...,n

un polinomio de grade > 0. Supongamos qug(z) tiene una rez racionalx = a/b con
mcd(a, b) = 1. Entoncesi|a,, Y b|ay.

Demostracbn.—En efecto, de
0= f(a/b) = ag(a/b)" + ai(a/b)" ' + ...+ a,_1(a/b) + a,
se deduce, previa multiplicami porbd™, que
0=apa" +aya" "o+ ...+ a, 1ab"" " + a,b".

Comoa divide a todos losérminos, salvo aliltimo, y es primo cor, debe dividir a
a,. Comob divide a todos losé&rminos, salvo al primero, y es primo condebe dividir
aag. Esto prueba el aserto. Q.£.D.

Para atacar el problema de la factoribachos reduciremos primero, de nuevo, al
caso de los polinomios con coeficientes enteros, dondetlarizeccbn tnica de los coe-
ficientes nos puede ser de ayuda.

Definicion.—Dado f(z) € Z[z] no nulo, se llama&ontenido def(x) al maximo conin
divisor de sus coeficientes. Se represénparc(f). Se dia quef(x) esprimitivo si su
contenido eq.

Lema de Gauss.-El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.
Demostracbn.—Sean

f(2) = apa™ + a2+ .ot ax+ag, a; € Z,Vi=0,1,...,m,

g(x) = bpa" + by 2"+ A b+ by, b €Z,Yi=0,1,...,n

dos polinomios primitivos. Para probar qyier)g(x) es primitivo basta ver que, fijado
p € Z, irreducible, existe un coeficiente dér)g(z) que no es divisible pazl.
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Fijemos, puesy irreducible. Sea (respt) el enterad < s < m (resp.0 < ¢ < n) tal
quepla; para toda > s (resp.p|b; paratodgj > t), si hay caso, y no divide aa, (resp.
ab,). El coeficiente de*** en f(x)g(x) es

aobstt + .+ @101 + aghy + asp1b—1 + ..+ agqibo,

en el que se ve quedivide a todos los sumandos salvad;. Asi, p no divide a la suma,
lo que prueba el resultado. Q.£.D.

Corolario.— Si f(z), g(z) € Q[z] son polinomios no nulos, entonces
c(fg) = c(f)elg)-

Demostracbn.—Se puede escribir

y, comof’(z)¢'(x) es primitivo por el lema de Gauss, &% )c(g) = c(fg). Q.£D.

El siguiente resultado es sencillo, pero de una importaaxtr@ma cuando se trata de
factorizar polinomios.

Corolario.— Seaf(x) € Z[z] un polinomio de grado positivo, digamasque se descom-
pone enQlz| en producto de dos polinomios de grados estrictamente @&mpren.
Entonces se descomponeZjx| en producto de dos polinomios de esos mismos grados.

Demostracbn.—Seaf (z) = fi(x)g1(x), dondef(z), g1 (x) € Q[z] congrado(fi) <
ny grado(g;) < n. Multiplicando la anterior igualdad por un cierto elemeate Z, se
pueden quitar los denominadoresfiér), g:(x), es decir, se tenér

af(x) = g(z)h(x) , g(x), h(z) € Zlz].

De ah se deduce quec(f) = c(gh) = ¢(g)c(h). Sise poneg = c¢(g)g’, h = c(h)l,
entonces
c(g)e(h)

fl@) = SEE2g @)l (),
y ésta es la descompogiai buscada. Q.ED.

Corolario.— Seaf(z) € Z[z] un polinomio de grado positivo, digamas y primitivo.
Entoncesf(x) es reducible erZ[z] siy Slo si lo es enQ[z]. Lo mismo ocurre para
irreducible.

Demostracbn.— El resultado es consecuencia inmediata del hecho de quelign po
nomio primitivo es reducible e#[z]| si y $lo si se descompone en producto de dos
polinomios de grado inferior. Q.£.D.

Terminamos la teda de esta seamn con un criterio muy general de irreducibilidad de
polinomios, aunque no es concluyente porque no se puedm@agliodos: es d@riterio
de Eisensteinque damos a continudxi.
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Proposicion (Criterio de Eisenstein).-Sea
f(x)=aa" +ap 2" '+ .+ axtag, a; €Z,Y¥i=0,1,...,n,

un polinomio de grade > 0. Supongamos que existe un elemento irredugitdeZ que
divide a todos los coeficientes, salva,a y tal quep? no divide aag. Entoncesf(z) es
irreducible enQ|[z].

Demostracbn.—Se haa por reducdn al absurdo. Supongamos qfie:) fuese re-
ducible enQ[z]; entonces se descompofarenQ[z], en producto de dos polinomios de
grado estrictamente inferior. Por el corolario anteriopsede escribir

f(@) = (bsx® + b1zt ...+ bz +bo)(blat +b,_ 2" 4 b+ b))
dondeb;, b; € Z,Vi,j y s,t < n.
Por la segunda hdgesis,p debe dividir a uno de los dds, b, pero no a ambos.
Supongamos qugib, y no divide ab;. Comop no divide aa,,, no puede dividir a todos
los b;. Seamn el minimo indice tal quep no divide ab,,. El coeficiente deldrmino enz™

es
by + bi1b] + .. + bob,, = am,

gue no es divisible pgr pues todos los sumandos lo son, salvo el primero. Camon,
se tiene una contradid@m, lo que prueba el teorema. Q.£.D.

Para terminar esta sebai veremos, con ejemplos, un procedimiento para descom-
poner un polinomio, con coeficientes &en producto de sus factores irreducibles.

Observacibn.—Notemos los siguientes hechos:

1. Todo polinomiof(x) € Q[z] se puede escribir comdf(z) = h(z), cond €
Z, h(x) € Z[z]. Por tanto, para obtener la descompdasicienQ, de f(x) puedo
calcular la dev(z). Es decir, podemos considera@i polinomios con coeficientes
enteros.

2. Seaf(z) € Z[x]. Sabemos qué¢(z) = c(f)h(z), dondeh(z) € Z[z] y es primi-
tivo. Para obtener la descompositj enQ, de f(x) puedo calcular la d&(z). Es
decir, podemos considerasle polinomios con coeficientes enteros y primitivos.

Ejemplo.— Consideremos el polinomif(z) = z° + 2® — 222 — 2 € Z[z] y primitivo.

Si f(z) es reducible se puede poner como producto de dos polinomiosopstantes)
f(z) = h(x)g(z), h(x),g(x) € Z[x]. Como el polinomio de partida es de grado 5, las
posibilidades son:

1) gradgh(z)) = 1y graddg(z)) = 4
2) gradgh(z)) = 2y graddg(z)) = 3

Ahora se trata de probar “manualmente” si es posible algatasdosibilidades. Una
respuesta negativa indi¢éarque el polinomio de partida es irreducible.

El caso (1) es el teorema de Ruffini. /8ir) = az + b es de gradd, entonces-b/a
es una re de f(x). Por tanto, se darla posibilidad (1) si y &lo si f(x) tiene races
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racionales (notemos que este argumentcatide independiente del grado del polinomio
de partida).

En nuestro ejemplo sabemos (por Ruffini) que las posiblessalef (x) son: £1, £2.
Sustituyendo erf(x) comprobamos que ninguna e$ziduego la posibilidad (1) no se
da.

Veamos si es posible la segunda. Si lo fuese posible, éaistinteros, b, ¢, d, e, f,r
tales que:
2° 4+ 2° — 22% — 2 = (ax® + bz + ¢)(d2® + ex® + fx +71)

Operando, tenemdgz? + bz + ¢)(da?® + ex? + fx + r) = adz® + (ae + bd)z* +
(af + be + cd)x® + (ar + bf + ce)x® + (br + cf )z + cr, y este polinomio sérigual a
f(z) si tienen los mismos coeficientes. Por tanto, la segundaipdad se da si existen
unos enteros, b, ¢, d, e, f, r tales que:

1 = ad
0 = ae+bd
g. 1 = af+be+cd
| -2 = ar+0bf +ce
0 = br+cf
-2 = c¢r

Es decir, tenemos que tratar de resolverZeel sistema de ecuaciones (no lineales)
S. La mejor forma es estudiar casos. La primera ec&mobs dice ques = d = 1
0a = d = —1. Supongamos que = d = 1. Si con esta elecon encontramos una
solucbn, ya tendiamos los polinomio%(z) y g(x). En caso contrario tenrmos que
resolver el sistema can= b = —1.

Sia = d = 1, el sistema anterior es:

0 = e+b

1 = f4+be+c
S:¢ =2 = r+bf+ce

0 = br+cf

=200=,.Cn

De lalltima ecuadn se tiene los siguientes casos: €5 —1,r =2, (2 c=1,r =
—2,8)c=-2,r=1y@)c=2,r=—1.

Caso (1).El sistema a resolver es

0 = e+bd
g h PSP 1
"l -2 = 240bf—c¢
0 = 20— f

Sustituyende = —b, f = 2b en la segunda ecudci se obtien®? — 20 + 2 = 0 que
no tiene soludn entera. Por tanto este caso no se puede dar

Caso (2).El sistema a resolver es

0 = e+b
g. ] 1 = f+be+1
] -2 = —2+4+bf+e
0 = —2b+f
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que tiene como solugne = f = d = 0.

Por tantof(z) es reducible y su descomposigies factores irreducibles ¢éx) =
(22 4+ 1)(23 — 2). Los polinomiosz? + 1y 23 — 2 son irreducibles pues no tieneriges
racionales.

Observacbn.—Si el polinomio de partida es @nico, podemos suponer que los factores
en que se descompone son taemirbnicos.

3.7. Factorizacbn enZ/Zp|zx).

Observacibn.—El mismo procedimiento “artesanal” que usamos en 3.6. patarfizar en
Q[z] se puede usar para obtener la descompwsien factores irreducibles de polinomios
con coeficientes e#/Zp, conp primo.

Ejemplo.— Consideremos el polinomig(x) = z* + 2® + v + 2 € Z/Z3. Si f(x)

es reducible se puede poner como producto de dos polinomiosopstantesy(z) =
h(z)g(x), h(x),g(x) € Z/Z3[z]. Como el polinomio de partida es de grado 4, las posi-
bilidades son:

1) gradgh(z)) = 1y graddg(z)) = 3
2) gradah(x)) = 2y graddg(z)) = 2
El caso (1) se resuelve, como @ncomprobando sf(z) posee alguna raenZ/Z3.

ComoZ/Z3 = {0, 1,2} es finito, basta comprobar si élgelemento es fa. En nuestro
casof(0) =2, f(1) =2y f(2) = 1. Luego la posibilidad (1) no se da.

Para estudiar el caso (2) ponganf@s) = (z* + ax + b)(z? + cx + d). Operando e
igualando coeficientes obtenemos el sistema

1 = a+c
J 0 = b+d
S : 1 = ad+be
2 = bd

La segunda ecuam nos dice qué = 2b y sustituyendo en laltima, obtenemos que
b* = 1,de dondé = 1 0b = 2. Parab = 1 el sistema a resolver es

1 = a+c¢
S'{l = 2a+c

cuya soluddn esa = 0, ¢ = 1. Por tantof (z) = (2?+1)(2*+x+2) es la descomposiai
en factores irreducibles (los polinomio%+ 1y 2%+ x+ 2 son irreducibles pues no tienen
raices enz,/Z3.)

Para ilustrar la importancia del problema de factorizars@yZp[z] veamos 6mo
podemos relacionar la irreducibilidad @y enZ/Zp, p primo. Sea

flz)=ap+ a1z + ...+ a,z" € Z[x]
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primitivo, p un primo que no divida a,,, y pongamos

flx)y=ay+a +...+a,2" € Z/Zplz],

dondea; = a; + Zp, 0 < i < n.

Proposicion.—Si f(z) es irreducible e /Zp[x], entonces (z) es irreducible e [x].
Demostracbn.—Elemental Q.£D.
Veamos, con un ejemplopmo podemos usar el resultado anterior.

Ejemplo—Seaf(z) = 2* — 2* + 2° — 2 + 1 € Z[z]. Tomemosp = 2. Entonces

flx)=x*4+23+2*+x+1€Z/Z2. f(0) =1, f(1) =1, luegof(z) no tiene réces en

7/72.

Si f(z) = (2? + ax + b)(2* + cz + d). Operando e igualando coeficientes obtenemos

el sistema
= a+c

= b+d
= ad-+be
= bd

La Gltima ecuadn nos dice qué = d = 1, y sustituyendo en la segunda obtenemos
quel = 0, luegoS no tiene solud@n. Por tantof(x) es irreducible erZ/Z2 y, por la
proposicon, f(x) es irreducible sobr€).

— = = =

Observacbn.— Si bien, aparentemente, este procedimiento simplifica &sulos a la
hora de estudiar si un polinomio es o no irreducible s@prgene un grave inconveniente.
El redproco de la proposion anterior es falso. Por ejemplo, el polinomib + 2 es
irreducible sobreQ, perof(r) = 2* € Z/Z2[z] es reducible. A modo de ejemplo, el
polinomioz* — 2% + 1 es irreducible elQ y f(x) es reducible et /Zp para cualquier
primo p (Lindsay Childs, A concrete introduction to higher algepra

3.8. Factorizacbn efectiva enQ|z| y Z/Zp|x| (opcional).

El objetivo de esta lecon es dar dos opciones, computacionalmente efectivagsy m
sofisticadas que las vistas hasta ahora, para atacar ebp@lole la factorizaon sobre
los racionales (i@todo de los polinomios interpoladores de Lagrange) y dobreuerpos
primos (nétodo de Berlekamp).

Observacibn.— Comencemos con el caso de un polinonfie) € Z[z| de gradon y
sead = [n/2]. Obviamente, salvo qugé(z) sea irreducible, alguno de sus factores irre-
ducibles ha de tener grado menor o igual queor lo que me basta buscar los posibles
factores que verifican esta condioi

Para ello fijamosgl + 1 enteros distintos (normalmente lasicerca posible d& por
motivos de comodidad),, a4, ..., ag y hallamos

n; :f(ai), Z:O,,d

Obviamente, spy(x) es un factor, del tipo que busco, dér), ha de verificar que
s; = g(a;) divide aln; correspondiente. Agues, fijamos uné&l + 1)—upla (vector de
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divisores)
(S0, 81, -, 84) , dondes;|n;, i =0,...,d.

Recordemos qug(a;) es precisamentgx) mod (z — a;). Asi pues, por el Teorema
chino del restog(z) ha de ser entonces una sofutil sistema

0 mod (I‘ — CLO>

=a
=a; mod(x — a;)

g(x) .E ag mod (a: — aq)

y notemos que este sistema tiene sduodinica de grado menor o igual que Asi
pues, fijado un vector de divisores, tenemos un posibleatigis f. Como los posibles
vectores de divisores son finitos, este procedimiento namddista exhaustiva de todos
los posibles divisores d&(x) de grado menor o igual quée

Observacbn.— El algoritmo de Berlekamp para factorizar BiiZp|[x] se basa en el si-
guiente resultado.

Teorema.—Seaf (x) € Z/Zp[z] de gradm, sin factores raltiples y nbnico, y suponga-
mos que existe(x) tal que
f(@) ] (9(x)" —g(x)).

Entonces )
flz) = 1_11 med(f(z), g(z) — s),

aunque varios de estos factores pueden ser polinomiosachest
Demostracbn.—Notemos, en primer lugar, que en caractiicap se tiene que

lo cual, en particular implica que

g9(@) —g(x) =[] (9(=) — 5).

s=1

Todos estos factores son primos enfrepsrque si un polinomio divide a(x) — sy a
g(z) —t, cons # t, debe dividir & — sy por tanto es constante.

Probemos entonces la igualdad que hemos enunciado. Patajetasencillo ver que

f[lmcd(f(x),g(x) —3s) | f(x),

ya que todos los mcd de la izquierda son divisoreg (de (evidentemente) y, como los
g(x) — s son primos entreistambgén lo son los mcd.

En el otro sentido, si tomamos un factor irreducible fler), pongamosh(z),
debe dividir ag(z)? — g(z), luego divide a alguno de log(z) — sy, por tanto, al
mcd(f(z), g(x) — s) correspondiente.
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Por tanto, los dos miembros de la igualdad se dividen mutosme al no tener
factores repetidos y seramicos, eso implica la igualdad. Q.E£D.

Observacbn.—A partir de aqi, la factorizacdn def(z) € Z/Zp|[x] queda reducida, por
un lado, a encontray(x) (Que podemos suponer de gradenenor quez) tal que

f(@) | (g(z)" —g(x)),

y posteriormente a aplicar el algoritmo de Euclides. Notesmtonces que, por estar en
caracteisticap y por el Pequio Teorema de Fermat,

n—1 n—1
g(x) = Z art = g’ (x) = Z a;x”.
i=0 i=0

Vamos entonces a buscar un tal polinom(io) (o sea, vamos a buscar los coeficientes
ao, ..., a,—1). Dividamos entonces los monomio$ entref(x) y, al tener grada, obten-
dremos

.IOp = qu(l’) + TQ(LL’) = qu(I) -+ Too -+ 7"10.%‘1 + ...+ ’f’n_l’oxn_l
e af(x)+r(x) = qf(x)+rog+ raxt 4 .+ Tn,l,lx”’1

x(nfl)p = Qn—lf(x) + Tn—l(x) = qn—1f<x> + Ton—1 + Tl,n—lxl + ...+ rn—l,n—lxnil

Por la unicidad de la diviéih eucldea, el resto de dividig?(x) entref(x) es el dado
por la expresin

n—1 n—1 n—1
gp(:(:) = Z aixip = <Z ain‘) f(x) + Z a;r;,
i=0 =0 =0

y por el mismo motivo el resto de dividy?(z) — g(x) entre f(z) es el dado por la
expresbn

n—1 n—1 n—1 n—1
g’ (r) — g(v) = Z a;z’®? — Z a;x’ = (Z aiQi) f(z) + Z (ar; — a;x;) .

1=0

Asi puesg(z) verifica lo que queremos si Y si

[ay

n

0= (air —az;),

I
o

0, escrito en forma matricial, si llamamés= (r;;), que es una matriz x n, siy 9lo si
(ag, ..., an_1) €s soluddn del sistema R — I,,) X' = 0,,x1.

Asi, gracias al algoritmo de Berlekamp, factorizar&f¥Zp[z| se reduce a resolver
sistemas de ecuaciones lineales y aplicar el algoritmo aéides, operaciones ambas
gue se pueden realizar de manera muy eficiente.

59



Algebra Bésica. Departamento de Algebra. http: //www.departamento.us.es/da

Tema 4. Grupos.

Comenzaremos recordando el concepto de grupo, que ya vinesTema 1y, a conti-
nuacbn, estudiaremos conas detalle esta estructura.

4.1. Grupos: Definiciones y ejemplos.

Definicion.—Unaoperacbn interna y binariaen un conjuntod es una aplicabin a: A x
A — A

Observacbn.— En un lenguaje @s coloquial, una operamsi interna y binaria el es
una regla que asocia a cada par ordenad6) de elementos dé otro elemento del,
ala,b).

Normalmente, siv: A x A — A es una operaon interna y binaria ed, es costumbre
elegir algin Smbolo (por ejempla) para notar

axb:=aa,b).

Observacbn.—Para estudiar un conjunté con “pocos” elementos dotado de una ope-
racion binariax, podemos trabajar con tabla de la operadin. Esta tabla es un cuadro
de doble entrada en el que se colocan los elementasatela inea horizontal de arriba
y vertical de la izquierda. En cada casilla libre correspemte al par ordenad@:, b) €

A x A se coloca el elemento x b. Por ejemplo, siA = {a,b} y la operaddn viene
determinada poi xa =a,axb=b,bxa=by bxb = a, latabla sei:

< [alb]

b
a

al| a
b|b

Ejemplos.—Algunas opearciones binarias internas bien conocidas.

1. Siag es un elemento fijo de un conjunty la aplicacon (a,b) € A x A — ag €s
una operadin interna y binaria constante.

2. La sumay el producto usuales son operaciones internasyids en los conjuntos
de rimerosN, Z, Q, R, Cy Z/Zn, a3 como en los polinomios con coeficientes
en estos conjuntos.

3. La suma es una operaaiinterna y binaria en el conjunto de los vectaRsso de
las matricesn x n de rumeros.
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4. Cualquier fundn de dos variables realgsR x R — R define una operagn
interna y binaria eR.

5. Dado un amero naturah > 1, consideremos el conjunt®, = {0,1,...,n — 1}
y enél la operadn interna y binaria cuya tabla es:

L x| o [ 1 [2[---[n—-2]n—1]
0 0 1 2 n—2|n-—1
1 1 2 3 n—1 0
2 2 3 4 0 1

n—2(n—-2\n—-1(0|---|n—4|n-—3

n—1)|n-—1 0 1]+ In—-3|n—-2

6. Dado un conjuntd(, consideremos el conjuntdy de las aplicaciones d&¥ en $
mismo. La composiéin de aplicaciones es una opetacinterna y binaria eml .

7. Dado un conjuntd(, la unibn y la intersecdén con operaciones internas y binarias
enP(X).

Observacbn.—En lo que sigue, “opera@n enA” significa “operacdn interna y binaria
enA’”

Definiciobn.—Dada una opera@h x sobre un conjuntel, diremos que:
1. Esconmutativesia x b = b x a para todaz, b € A.
2. Esasociativasia x (bx ¢) = (ax b) x ¢ para todaz, b, ¢ € A.
3. Elelement® € A eselemento neutrSie xa = a x ¢ = a para toda: € A.

Proposicion.—Si una operaéin enA tiene elemento neutr@ste esinico.

Demostracbn.— Sea un conjuntod con una operabn binariax. Seane € A un
elemento neutro a la izquierdaey € A un elemento neutro a la derecha. Por ser
elemento neutro a la izquierda se tiene

exe =¢€,
por sere’ elemento neutro a la derecha se tiene
exe =e.
De donde: = ¢'. Q.£.D.

Definicion.—Dado un conjuntod dotado de una operaxix con un elemento neutrq y
dado un elemento € A, diremos que’ essimétricodez siz’ xx =z x 2’ =e.

Proposicion.—En las condiciones de la defingei anterior, se tiene lo siguiente:

1. Sila operadn« es asociativay’ es sinetrico dex ey’ es sinétrico dey, entonces
y' * 2’ es singetrico dex x y.
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2. Si la operad@n x es asociativa, entonces el étrico de un elemento, si existe, es
unico.

Demostracbn.—Para probar 2, supongamos quig x” son singétricos der, entonces,
usando la asociatividad,

1

2 = (' xx)*x 2"

= % (z*x2") =12

Q.ED.

Definicion.—Un grupo es un pafG, ), dondeG es un conjunto yw es una operaon
interna y binaria sobré& verificando las siguentes propiedades:

1. La operadn es asociativa.
2. La operadin tiene elemento neutro.

3. Cada elemento d& posee un sirgtrico.

Si adenas la operadin es conmutativa entonces se dice que el grumbebanoo con-
mutativa

Ejemplos.—Algunos grupos bien conocidos
1. Z,Q, R, Cy Z/Zn son grupos abelianos con la adiai

2.Q" = Q\ {0}, R* = R\ {0} y C* = C\ {0} son grupos abelianos con la
multiplicacion.

3. Sip es primo(Z/Zp)* es grupo abeliano con la multiplicaci.

4. El conjuntoS, de las biyecciones dd en A es un grupo con la composici.
Si A tiene nmas de 2 elementosiy no es abeliano. SA = {1,...,n}, se nota
indistintamentes,, 0 Sy4.

5. El conjunto de las funciones (continuas, diferencigblggefinidas en un abierto
deR con valores reales, con la suffpanto a punto”, es un grupo abeliano.

6. El conjunto de las matrices x n, con elementos en un cuerpoy determinante
no nulo, GlLn, k), es un grupo (no abeliano si > 2) con la multiplicacbn de
matrices.

Observacibn.—Cuando usemos la notaci aditiva o la multiplicativa, el elemento neutro
y el simetrico dex se&n notados de la siguiente forma:

elemento neutro elemento siratrico dex
+ 0 —x (opuesto de)
1 21 (inverso der)
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4.2. Subgrupos.

Definicion.— Sea(G, =) un grupo. Un subconjunto no viacH de G se dice que es un
subgrupo déG, x) si (H, x) es un grupo. Es decir, que efectivamente un subgrupo es un
grupo dentro de otro grupo con la misma operaci

Proposicibn.—Sean(G, =) un grupo yH C G un subconjunto no vae. Las condiciones
siguientes son equivalentes:

1. H esun subgrupo de~, ).

2. Vx,y € Hyxzxy € H.

Demostracbn.—Veamos primerd = 2. Supongamos qu& es un subgrupo y sean
x,y € H. ComoH es subgrupo contiene los finicos de todos sus elementos, en
particulary’ € H. De nuevo comd{ es subgrupox es una operaon interna, de donde
x -y € H,como queiamos.

Probemos ahora = 1: ComoH C G, los elementos dé/ verifican la propiedad
asociativa. Comd{ es no vam, sear € H. Aplicando 2) obtenemos

rxx =ec H.
Siz € H, aplicando de nuevo 2) pargy =, tenemos
exax' =12’ € H,

luego H contiene los siratricos de todos sus elementos. Seanc H, aplicand®) esta
vez parar, y’ se tiene
xx(y) =xxy € H. Q)

LuegoH es subgrupo dé&, ). Q.£.D.

Observacibn.—De ahora en adelante si escribimosgrupo G” en lugar de efgrupo
(G,*)", sobreentendemos que la opedaddinaria la notamos con &isbolox.

Ejemplos.—Algunos subgrupos ya tratados:

1. Paratodo grup@, {e}y G son subgrupos d€ y se denominasubgrupos triviales
dedG.

2. Subgrupos déZ, +): Dadon € Z,n > 0, sedZn = {k-n | k € Z}. Se tiene:

(&) Zn es un subgrupo da.
(b) Todo subgrupo d& es de la form&n para alginn > 0.

3. Rdcesn—esimas de la unidad dentro @g.

4. SiC C A, elconjunto{f € Sy | f(a) = a, Ya € C} es un subgrupo dé&,.

Proposicion.—SeanG un grupo{H; | i € I} una familia de subgrupos de. Entonces
N;er H; €S un subgrupo dé.
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Demostracbn.—La intersecdn de subgrupos es no vagorque el elemento neutro
esh en todos los subgrupos. Adas)

vye(Hi=vye HViel =>axy e H;Viel =y €() H.
el i€l

Q.£D.

Definiciobn.— Dado un subconjunta de un grupadZ, llamamossubgrupo generado por
A al subgrupo dé&-:

(A)y =({H | H subgrupo de&5'y A C H}.

Proposicion.— SeanG un grupo YA C G un subconjunto, entonces!) es el menor
subgrupo dé&5 que contiene al.

Demostracbn.— Es inmediato de la definioh de(A): Si H es un subgrupo que
contiene a4, es evidente quéd) C H. Q.E.D.

Definicion.—Se dice qued C G es unsistema de generadoréds un grupd= siG = (A).

Un caso particular, e importante, de sistema de generaderas grupo es cuando
A = {a} posee un@o elementoEstos se estudian en la siguiente saeci

Proposicion.— SeanG un grupo yA C G un subconjunto. Sed’ = {2’ | = € A}.
Entonces
(A) ={xy xx9* ... %, |2, € AUA 'n > 1}

Demostracbn.—Es evidente que

(A) D {1 * @9 % ... xx, | ;€ AUA 0 > 1}
Para la otra inclusin usaremos quéA) es el menor subgrupo que contiend aSe

compruebadcilmente qued C {z; * a9 % ... *xx, | z; € AUA ' n > 1} y que
{1 *xx9 % ... %2y, | 2, € AU A, n > 1} es un subgrupo. De donde

<A>C{$1*$2*...*Z’n‘.Z'iGAUA/,nzl}.

Q.ED.

4.3. Grupos qclicos.

Definicion.—Sea(G, x) un grupo. Definimos

e si m=0
(m veces) )
am = ax...xa SI m>0
(m veces) ]
ax...xad si m<O0
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Si G es un grupo cuya oper@ei se notanultiplicativamenteentonces

1 Si m=0
(m veces) .
a™ = a-...-a st m>0
(m veces) )
al-...-a! si m<O
Si la notacbn esaditiva, entonces
0 si m=0
(m veces) .
ma = a+ ...+ a SI m>0

(m veces)

(—a)+...4+ (=a) si m<0

Definicion.—Se dice que un grup@ esciclico si existea € G tal que
G = (a) = {a}) ={a" [ m € Z}.

La notacon habitual para este tipo de grupos, cuando se sobreeati@mperadn
esC), (cuandoG tienen elementos) @, (cuando tiene infinitos elementos).

Observacbn.—Si G es un grupoiclico entonces- es abeliano.

Proposicion.—Todo subgrupo de un grupactico es dclico.

Demostracbn.—SeaH C G = (a) un subgrupo. Sea= min {k > 0| a* € H}.
Veamos quéd{ = (a*) por doble inclugn.

Comoa® € H, entoncesa®) C H. En otro sentido, sed € H. Comoh € G,
h = a™, para al@n entero positivon. (En caso contrario razoriamos corh’.)

Por el algoritmo de la diviéin tenemosn = ¢s + r, con0 < r < [. Entonces
a™ = (a®)?*a", de donder” € H. Comos es el menor entero no nulo con esa propiedad
hade ser =0,y a™ = (a®)? € (a®). Q.ED.

Gracias a este resultado podemos estudiar con detallelozimsgrupos de un grupo
ciclico.

Proposicion.—SeaG = (a) un grupo éclico finito de ordenm.

1. Si H es subgrupo dé;, entoncesH es dclicoo H = {1}. Si H = (d'), con
| = min{k|a* € H} entonces divide am y |H| = m/I.

2. Sik divide am entoncess = (a*) es de ordemn /.

3. El nimero de subgrupos distintos dees el mismo que elinimero de divisores
distintos demn.

4. Existe alo sumo un subgrupo @dede cualquier orden dado.
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Demostracbn.— El primer apartado ya lo hemos demostrado, esencialmentie, e
proposicon anterior. En cuanto al segundo, notemos que, en las ¢oneécdel enunci-
ado, sillamamog = m/k,

K= {1,ak,a2k, ...,a(p_l)k} :

Asi, para cadal, divisor dem tenemos exactamente un subgrupo(¥iéde orden
m/d), lo que demuestra el resultado. Q.E£.D.

Proposicibn.—SeaG = (a) un grupo @clico infinito. Entonces para cada> 2 existe un
Unico subgrupo (no trivial) d&'.

Demostracbn.—Dado que todos los subgrupos sdalicos, han de ser de la forma
K = (a"), conr € Z. Basta observar entonces que, por un lado

(a") = (™)

Yy, por otra parte, 9 < r < s se tiene que” ¢ (a®), por lo que todos los subgrupos son
diferentes. Q.E£.D.

4.4. Orden de un elemento de un grupo.

Definicion.—SeanG un grupo (no necesariamenteleo) y a € G. Diremos que

1. a tieneorden infinitosi todas las potencias deson distintas entrd.s

2. a tieneorden finitosi existen) < m < n tales que:™ = a™.
Ejemplos.—Obviamente todo elemento de un grupo finito ha de tener orddéa.fiEn
grupos infinitos podemos tener tarialenes finitos como infinitos.

1. Seau € Z, a # 0. Entonces: tiene orden infinito.

2. El elemento

A:(i ?)eGL(Z,C)

tiene orden finito. Notemos que el grupo es, en este casaianfin

Proposicibn.—SeanG un grupo ya € GG. Consideremos el subgruge).
1. Sia es de orden infinito, entonces

@ a"=e<n=0.
(b) La aplicacbn ¢: Z — (a) dada porp(n) = a™ es biyectiva.
(c) (a) es un grupo infinito.

2. Sia es de orden finito, entones

(a) Existen > 0 tal quea™ = e.
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(b) Seam el menor entero estrictamente positivo tal gtfe= 1. Entonces log’,
0 >4 > m — 1 son distintos entrel y

(a) ={1,a,a® ...,a™ '}
Demostracbn.—Casi todas las afirmaciones son directas.
1. Sia es de orden infinito, las propiedades a), b) y c) se prudizimfente.

2. Supongamos quetiene orden finito.

(a) Sia tiene orden finito existen dos entel®s< k < [ tales quer* = a!. Sea
n = [ — k, entonces

l_ k
a"=aF=dxaF=dxa" "= d"xd* =e. (2)

(b) Seam > 0 el menor tal que™ = 1. Sean) < ¢ < 5 < m — 1 dos enteros
tales quex’ = o/, es decir, tales queé’—* = 1. Comoj — i < m, debe ser
j —1 =0, esdecirj = j. Luego todos log’, 0 < i < m — 1 son distintos.

Es evidente quéa) D {1,a,d?,...,a™ '}. Seaa” un elemento cualquiera
de (a), escribamos = ¢ - m +r,0 < r < m — 1, la division eucidea den
entrem, entonces

a" =at"t =a""xad" = (a")xa" =a. (3)

Luego(a) C {1,a,a?,...,a™ '}. Q.£.D.

Definicion.—SeanG un grupo ya € G de orden finito. Ebrdendea, notado pob(a), es
el menor entero estrictamente positive, tal quea™ = e.

Proposicion.—SeanG un grupo ya € GG. Se tienen las siguientes propiedades:
1. o(a) =1<=a=c.
2. Sia € G tiene orden finito, entoncega) = o(a’).
3. Sia € G tiene orden infinitog’ tiene orden infinito.
4. SiG es finito, todo elemento d& tiene orden finito.
5. Sio(a) =my a™ = e, entoncesn | n.

Demostracbn.— Los primeros cuatro apartados se obtienen inmediatamentasd
definiciones. Para el apartado 5) basta realizar la divisucldea den entrem, obte-
niendon = ¢ -m +r,con0 < r <m — 1, de donde

e=a"=a"""" =a?"" xa" = (") xa" =ad.
Comom es el menor estrictamente positivo tal gue = e, debe serr = 0y, por

tanto,m | n. Q.E.D.
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Observacbn.—El siguiente resultado nos da el orden de todos los elemdatos grupo
ciclico finito.

Proposicion.—SeaG = (a) = C,, un grupo éclico de orden finito:. Entoncesym, 0 <

m < n, Se verifica que
n

ola™) = mcd(n, m)’

Demostracbn.—Sea

d=mcdm,n), m=m'd, n=nd

En primer lugar tenemos que™)” = o™ = (a™)™ = e. Supongamos qu@™)’ =
a™ = e. Por definicon de orden es | mt, es decirmt = nk. Dividiendo pord,

m't =n'k = n' | m't.

Comom' y n’ son primos entreisesn’ | t. Q.£.D.

4.5. Teorema de Lagrange
Definiciobn.—SeanG un grupo yH C G un subgrupo. Sobr€&' definimos las relaciones
~p Y g ~ de la manera siguiente: Dadegy € G,

r~gy & 'xyeH rg~y & yxr € H.

Proposicion.—En las condiciones de la definixi anterior, las relacionesy y ;7 ~ son
relaciones de equivalencia.

Demostracbn.—Se comprueba que ambas relaciones verifican las propiedades

1. Reflexivavr € G, = ~ .

2. Simetrica:Ve,y € G, x ~y =y ~ .

3. TransitivaVz,y,z € G, x ~y,y ~z = x ~ 2.

Q.ED.
Proposicion.—Sean un grupo ya € GG. Consideremos los conjuntos
axH ={a*xh|he H}, Hxa={hxa|he H}.
Se tiene:
1. a x H es la clase de equivalencia d@ara la reladn ~ .

2. H % a es la clase de equivalencia d@ara la rela@n ; ~.
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Demostracbn.— Basta probar el primer apartado, pues el segundo @&s@m Sea
a € Gy llamemosa a su clase de equivalencia pey,, es decir,

a={beG|la~pgbl={beG|dxbe H}.
Probaremos por doble inclési quea = a- H. Sib € a, entonces’ xb € H, es decir,

existeh € H tal qued’ x b = h, de donde

b=axh¢€axH.

Sib € ax H, existeh € H tal queb = a x h, de donde
adxb=heH=a~pgbh.
Q.ED.
Proposicion.- Si G es un grupo abeliano, entonceg y y ~ coinciden.

SeanZ un grupo yH un subgrupo, notaremos

G:Hzﬁ, H:GZE.

Observacbn.—Las clases de equivalencia de una réladie equivalencia son una par-
ticion del conjunto total, es decir, dadas dos clases de equivaleo son disjuntas, o
coinciden. En consecuencia, si tomamog € G, tenemos que, o bienx H = yx H, 0
bienzx HNyx H = (). Analogamente se tiene que, dadog € G, o bienH xx = H xy,

o bienH xx N Hxy = (.

Ejemplos.—Algunas relaciones de equivalencia de este tipo.
1. Sean € Z,n > 0. Se tiene
Z:In=7Zn:Z={0+Zn,...,(n—1)+ Zn},
donde las clases anteriores son distintas entre s

2. Consideremos el subgrupb CcGL(2, C) dado por

A0 .
p{(3 0)ormnnanih

Para todod €GL(2,C), A- H = H - A. Por tanto~y=p~, ain sin ser Gl 2, C)
un grupo abeliano.

3. SeaH cGL(2,C) el subgrupo

{600 (0 88 )
(1)
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se tiene que:
3 2 2 3 -3 -2 —2i —3i
A'H_{<5 4)’(42' 5¢>’<—5 —4)’(—4@ —5@')}
3 2 5i 4i -3 -2 —5i —4i
H'A:{<5 4>7<3¢ 2¢>7<—5 —4)’(—22' —2@)}'

ComoA-H # H - A, es~y#pr.

Definicion.— Dado un grupo finita=, definimos swrden que notaremo§~
cardinal del conjuntd-.

, como el

Teorema de Lagrange.— SeaG un grupo finito,H C G un subgrupo. Entonce#|
divide a|G|.

Demostracbn.—Consideremos la relamn ~;; sobreG. Comod es finito, haba Dlo
un niumero finito de clases de equivalencia distintas. $stas:; x H, . .., a,x H. Como
G es undn disjuntas de estas clasesaser

G| = #(a1 x H) + - + #(a, = H).

SeaH = {hy,...,h,}, entonces,; x H = {a; * hy,...,a;xh,}, 1 <i <r.Veamos que
#(a;x H) = |H|, 1 < i <r. Enefecto, si; x h; = a; x h; se deduce que, multiplicando
a izquierda por el sigtrico deq;, h; = h;. Por tanto los elementos de la clase H son
todos distintos. Luegf~| = r - |H|. Q.E.D.

Corolario.— Sean un grupo de orden finito ¥/ C G un subgrupo. Elimero de clases
de equivalencia paray coincide con el amero de clases de equivalencia paray es
igual a|G|/|H].

Demostracbn.—La demostra@n del teorema de Lagrange padhaberse hecho con
la relacon g ~. Q.£.D.

Definicion.— SeanG un grupo yH C G un subgrupo. Se llamidicede H en G al
nimero de clases de equivalencia para la rétasiz (0 ;7 ~), es decir, al amero

qa. < |Gl
(G H) = g

Corolario.— SeanG un grupo finito y, K C G subgrupos. Se tienen las siguientes
propiedades:
1. Para cada € G se tiene que(a) divide a|G/|.

2. Si el orden de&7 es primo, entonce§ es dclico y no tiene nas subgrupos que los
triviales.

3. Si|H|y |K| son primos entreisentoncesd?! N K = {1}.

Demostracbn.—Todos son consecuencias casi inmediatas del Teorema denigagr

1. Seau € Gy consideremos el subgruge) C G. Sabemos que(a) = |(a)|. Por
otro lado, el teorema de Lagrange dice ¢fs@| divide a|G|.
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2. Seaa € GG, a # 1. El subgrupola) C G no es trivial y su orden divide alumero
primo |G|, luego debe ses(a) = |G|. De dondeG = (a). Sino existen € G,
a # 1, entoncess = {1} es dclico.

3. HN K esun subgrupo df y de K, luego|H N K| debe dividir 8| H| y a| K|, que
son primos entreisDe dondgd H N K| =1y HN K = {1}. Q.E.D.

4.6. Subgrupos normales. Grupo cociente y grupo pro-
ducto.

Si G es un grupo YH es un subgrupo, hemos visto en el tema anterior que los dosjun
cocientess: H y H: G son generalmente distintos y no siempre heredan la estaudu
grupo de(G. Nos interesa estudiar los subgrupos para los cuales esttunce.

Lema.—SeanH; C H, subgrupos de un grupG. Entonces/g, g € G, se verifica que
g*xHyxg C g*xHyxg.

Proposicion.—SeaH un subgrupo de un grup@. Las condiciones siguientes son equi-
valentes:

1. Lasrelaciones g y y ~ coinciden, es deci; x H = H x x para todor € G.
2. Paratoda € G, se tieneC H.

3. Paratoda € GG, setiener x H x 2’ = H.

Demostracbn.—Seguiremos el esquenia= 2 = 3 = 1.

1 = 2 Supongamos quex H = H xz paratodar € G. Sear x hx 2’ € xx H x 2.
Comoxxh € zx H = H xz, se tiene quelh € H tal quexr x h = hxx. Entonces
rxh*xx'=hxxxa' =heH.

2 = 3 Supongamos que, para todoc G, x x H x 2’ C H. Por el lema tenemos que
¥xrxxHxax'xx Ca'xH*x, Yo € G,y portantor x H x 2’ = H.

3 = 1 Supongamos pdrltimo que para tode € G se tiener x H x 2’ = H. Por el lema
tenemosque x H =xx Hxa2' xx = H xx.

Q.ED.

Definicion.—Un subgrupoH de G se dicenormalen G si satisface alguna de las condi-
ciones anteriores, y lo notareméis< G.

Proposicion.—SeaH es un subgrupo normal de&, el conjunto cocienté:: H = H: G,
que notaremoé&:/ H, es un grupo con la operéci inducida por la dé;.

Demostracbn.—El producto de clases se define de la siguiente manera:

(xxH)x(yxH) = (z*y)* HVz,y € G.
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Veamos que esta operaniesé bien definida, es decir, no depende del representante
elegido. En efecto, seanx H = © « H,y x H = y ~ H, tenemos que probar que
(xxy)*xH = (Txy)~ H, 0, equivalentemente, quéxy' xzxy € H. Comoy' xy € H,
es

¥xyxyead«H=7+H=Hx17

Luego, multiplicando po¥ a la derecha se tiene que
2%y xTxy € H.
Elneutro e« H = H,y el simktrico dex x H esz’ x H. AdemasG/ H se@ abeliano
siG loes.
Ejemplos.—Algunos grupos normales y no normales.
1. {1} «G.
2. Todos los subgrupos de un grupo abeliano.

3. El conjunto de todas las matrices diagonales regularas ssbgrupao normal
del grupo lineal Gln, Q).

4. El conjunto de las matrices escalads con A € Q, es un subgrupo normal del
grupo lineal GLn, Q).
Observacbn.—A diferencia de la operagn cociente, la operamn de producto de grupos

es mucho ras natural y sencilla.

Definicion.—Sean Gy, x1), . . ., (G, *,) grupos. En el conjunt&; x - - - x GG,, definimos
la siguiente opera6n binaria:

(al,...,an)*(bl,...,bn) = (al*lbl,...,an*nbn).

Proposicion.—(G; x - -+ x G,,, %) €S un grupo.
Demostracbn.—Se verifican las propiedades de manera casi directa:

1. La operadin« es asociativa por serlo cada una de las operacignés- 1, ..., n.
2. Sie; es el elemento neutro del grupgd-;,*;), coni = 1,...,n, entonces
(é1,...,€e,) €s el elemento neutro dé&/; x --- x G, *).
3. El sinetrico de un element@u, ..., a,) € Gy X --- X G, es(d},...,a,), donde
cadaa; es el singtrico dea; en el grupaG;, *;), coni = 1,..., n.
Q.£.D.

Proposicion.—En las condiciones anteriorgg;; x --- x G, *) es abeliano si y&o si
cada(G;, x;),coni =1,...,n,loes.

Demostracbn.—Es inmediato. QED.

Proposicion.—Dados dos grupoddicosC,, y C,,, se tiene qu&’,, x C,, es dclico siy
solo simedn, m)=1
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Demostracbn.— Supongamos, en primer lugar,, = (a) y C,,, = (b) siendon y
m primos entre sy notaremosl el elemento neutro en ambos grupos. Consideramos
entoncesa, b) € C,, x C,,. Entonces tenemos que

(a,b)"=(1,1) = a" =1,0" =1 = n|r, m|r

y, por ser entones m¢d, m) = 1, ha de serm|r. Como(a, b)™™ = 1 concluimos que
Cn X Cp, = {(a,b)).

En el otro sentido, supondremos que mcdn) = d > 1. Entonces es sencillo
comprobar que, para cualesquiera € N,

(CLT, bs)nm/d _ (an(rm/d)’ bm(sn/d) _ (1’ 1)’

luego ningin elemento tiene ordenn y el grupo producto no eddico. Q.£.D.

4.7. Homomorfismos de grupos.

Cuando definimos aplicaciones entre grupos, nos interegetiabnente acgllas que
conservan las operaciondsstas son los homomorfismos de grupos.

Definicion.— Sean(G, x) y (S, ) dos grupos, de elementos neutegsy es, donde no-
taremos poy/ el inverso degy sig € G,y porssis € S.

Un homomorfismo de grupake G en S es una aplicabin f: G — S tal que

flaxy) = f(x)e f(y)
para cualesquiera y € G.
Algunos tipos especiales de homomorfismos son:
1. Cuandd= = S, f se dice un endomorfismo.

2. Llamamosmonomorfismosa los homomorfismos inyectivosgpimorfismos los
homomorfismos sobreyectivos de grupos.

3. Cuandof : G — S es biyectivo, se dice un isomorfismo.

4. Cuandof es un endomorfismo biyectivo de se dice un automorfismo de

Proposic@.— Si f:G — S es un homomorfismo, se tiene qiiec;) = es y que
f(a") = f(z),Vx € G.

Demostracbn.—Para ver la primera propiedad, tomamos S cualquiera, pero tal
que existy € G con f(g) = s. Entonces

flec)es = fleq) e f(g) = fleaxg) = f(9) =5 = flec) =ses=es.
La otra propiedad se deduce inmediatamentesta. Q.£D.

Ejemplos.—Algunos homomorfismo de grupos sencillos.
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1. La aplicacbn constantg: G — S, f(x) = e Vo € GG, es un homomorfismo.

2. SeaG un grupo yx € G. La aplicaconi,:G — G, i,(y) = x xy =2’ es un
homomorfismo. Adei@si, es biyectiva y(i,) ™! = i,.

3. SiH C G es un subgrupo, la inclusi deH enG es un homomorfismo inyectivo.
4. SiH<G, laproyecobn cardnicar: G — G/H, n(x) = xxH, es un homomorfismo

sobreyectivo de grupos.

Observacibn.—El conjunto de los automorfismos de un grdpoAut(G), es un grupo con
la composiddn de aplicaciones. La aplicécii: G — Aut(G) definida pori(z) = i,
para cada € G, es tamben un homomorfismo de grupos.

Proposicion.—Seaf: G — S un homomorfismo de grupos:

1. SiH C G es un subgrupof(H) es un subgrupo d8. En particular, la imagen
Im(f) ={f(g9) | g € G} es un subgrupo d§.

2. SiT C S es un subgrupo (normaly,"*(7") es un subgrupo (normal) d&. En
particular, el ficleo def,

ker(f) = f~" ({es}),
es un subgrupo normal de.

3. f es un monomorfismo si Yo si kel f) = {e}.

Demostracbn.—Fijamosf: G — Sy las notaciones anteriores.

1. f(H) ={s e S| Jr e Gtalquef(x) = s}. Comoes = f(eq) € f(H), f(H)
es no vam. Seans,t € f(H), seanr,y € H tales quef(z) = sy f(y) = t.
Entonces

set=f(x)e f(y)=f(x)e f(¢) = flzxy) € f(H)
pues, por seff subgrupoy x vy’ € H.

2. Laprueba de que
fT) ={reC| flx) T}

es un subgrupo dé€' es amloga a la del apartado anterior. Veamos qu€ siS
entonces ~!(T) <« G. Basta demostrar que

rx [N (T)x2' c fH(T)Vz € G.

Searxyx 1’ € xx f1(T) a2, conf(y) € T. Entonces

flaxyxa)=fx)e fy)o f(x) € fla)x T f(x) C T

porserT’ < S. Dedonder xyx 2’ € f~Y(T)y fX(T)<G.
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3. Supongamos en primer lugar qpies inyectiva, es decir, gi(x) = f(y) entonces
r =y. Sear € ker(f), entonces

f(l'):Qg:f(eg),
de donder = eg y ker(f) = {ec}.

Supongamos ahora que kgy = {eq} y seanz,y € G tales quef(z) = f(y),
entonces:

f@)=[fly) = es=[fx)e f(y) = flxxy) =
= zxy eker(f)={eq} = zxy =eq = z=4y.
Luegof es inyectiva.
Q.ED.

Definicion.— El nicleo del homomorfisma G — Aut(G) es el conjunta’(G) de los
elementos dé&' que conmutan con todos los daselementos d&, llamadocentrodeG.

4.8. Teoremas de isomora

Observacbn.—Por conveniencia, notaremos a partir de ahora la composes homo-
morfismos por simple yuxtaposi. Es un ejercicio sencillo comprobar que, si

G-Ls-Lx
son homomorfismos de grupag, : G —— X tambiéen lo es.

Lema.—Seanf: G — S un homomorfismo de gruposH < G tal queH C ker(f). Ex-
iste uninico homomorfismg”’: G/H — G’ tal quef = f'w, donder es la proyecdn
carbnica que lleva: enxz x H.

Demostracbn.—Sea la aplicaéin
fG/H — S
rxH — fl(xxH)=f(z)
Veamos que eatbien definida, es decir, si tomamgs G tal quey x H = = x H,
entonces’(y x H) = f'(x = H). Por definicon, f'(yx H) = f(y) y f'(x x H) = f(x),
luego nos preguntamos si, en estas condiciofigs, = f(z). Sabemos, por séf < G,

que
yxH=xxH & 2'xye H C ker(f).

De donders = (2 x y) = f(x) ® f(y) ¥, por tanto,f(y) = f(x).
Comprobemos ahora qifé es homomorfismo:

f'(exH)x(yxH)) = f'((xxy)x H) = f(xxy) = f(z)o f(y) = [z H)o f'(yxH).
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Falta ver que eéinico. Seyy : G/H —— S tal quef = gr. Entonces, para todo
xr € G,

f'(wx H) = f(z) = gn(x) = g(r(x)) = glz  H).
Luegof’ = g. Q.ED.

Primer teorema de isomorfa.—Seaf: G — S un homomorfismo de grupos. Se induce
de modo natural un isomorfismo

f:G/ker(f) — Im(f)
que factorizaf =i f m, siendor el epimorfismo de&- sobreG /ker(f) ei la inclusibn de
Im(f) ensS.
Demostracibn.—Basta definirf como se defird f” en el lema anterior.
f:G/ker(f) — Im(f)
vxker(f) — flzxker(f)) = f(x)

De igual manera que en el lema anterior, se compruebd @sé bien definida y que
es un homomorfismo.

Sear € G tal quef(x xker(f)) = eg, es decir, sea x ker(f) € ker(f). Entonces

es = f(zxker(f)) = f(x) = x €ken(f) = xxker(f) = eqker(f).

Luego keff) = eq x ker(f) y f es inyectiva.

Por otro lado, sk € Im(f), existez € G tal quef(z) = s, luegof(zxker(f)) = sy
f es sobreyectiva. Q.E.D.

Segundo teorema de isomord.— Seaf: G — S un homomorfismo sobreyectivo de
grupos. Sed < Sy pongamos? = f~!(J). Entoncesf induce un isomorfismo d&/H
ens/J.

Demostracbn.—Sear la proyeccon deS enS/.J, que es un homorfismo sobreyec-
tivo. Luego la composiénz f es un homomorfismo sobreyectivo@enS/.J.

Sear € G tal quer f(x) = eg e J, es deciry € ker(m f). Entonces
esoJ =7 f(x)=n(f(z)) = f(x)eJ <= f(z)eJ <= z € H.

Luego ketr f) = H y, aplicando eprimer teorema de isomd, se tiene un isomorfismo
deG/H enS/J. Q.£.D.

Corolario.— Si H, y H, son subgrupos normales @etales queH; C H,, se tiene:
1. H,/H, es un subgrupo normal de/ H; .
2. (G/H,)/(H2/H,) esisomorfo &/ H,.

Demostracbn.—Veamos ambos enunciados por separado.

1. Primero hemos de ver qué, < H,. Sear € H, C GG, comoH; < G, se tiene
rxH = H| *x. de dondel.ll a4 Hs.
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Luego podemos considerar el cocieftg/ H;, que es un subgrupo de/ H,. Con-
sideremos entonces

(xx Hy) * (y* Hy) % (' x Hy) € (x = Hy) x (Hy/Hy) * (' x Hy) ,
conz € G ey € H, arbitarios. Por sefl; < GG, se tiene

(xx Hy) * (yx Hy) * (' x Hy) = (x xy xx') x Hy.

ComoH; <« GG, se tiener x Hy x ' C H,. Luego
(xxy*a')x Hy € Hy/Hy,
de dondeH,/H, <G/ H,.

2. Basta considerar el epimorfismo proyéecir: G — G//H; para concluir que
(G/Hy)/(H2/H,)y G/H, son isomorfos.

Q.ED.

Tercer teorema de isomorfa.—Sean un grupo yN y H subgrupos dé;. Supongamos
queN < G. Entonces:

1. (NNH)<HYy N < (NH).

2. Lainclusbn deH en N H induce un isomorfismo dg /(N N H) en(NH)/N.
Demostracbn.—Se deja como ejercicio probaV N H)<Hy N < (NH). La com-
posicbn de la inclusin deH en NH con la proyecd@n de/N H sobre(NH)/N es un

epimorfismo cuyo acleo coincide coV N H, de donde el resultado es una consecuencia
directa del primer teorema de isoniexf Q.£D.
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Tema 5. Anillos y cuerpos.

5.1. Anillos (1): Unidades y divisores de cero.

Definicion.—Un anillo es unatern@A, +, -) formada por un conjuntd y dos operaciones
internas y binarias-, - verificando:

1. Elpar(A, +) es un grupo abeliano, cuyo elemento neutro llamaremos hoenge
“cero (0)".

2. La operadn binaria- es asociativa y tiene elemento neutro, que llamaremos nor-
malmente “uno)”.

3. La operadn - esdistributivaa la derecha y a la izquierda respecto de la opéernaci
+,i.e. paratodos, y, z € A, setiendx+vy)-z = z-z4y-z,z-(y+2) = v y+z- 2.

Si adenas la operadin - es conmutativa, diremos que el anillo es conmutativo.
Observacbn.—Algunas notas a la definian.

1. En general se usala expregin “seaA un anillo”, sobreentendiendo las opera-
ciones. La operadh - se notaa normalmente por simple yuxtaposigi

En un anilloA se tiene) - x = z - 0 = 0 para todar € A.
Si en un anilloA se tienel = 0, entoncesA = {0}.

Paratoda,y € A, esetiene:(—y) = (—xz)y = —(zy).

a M w0 N

SiAq,..., A, sonanillos, el producto cartesiadg x - - - x A,, posee una estructura
natural de anillo, donde las operacionesépstefinidas componente a componente.

Ejemplos.- Anillos bien conocidos.

1. Z, Q, R, C son anillos conmutativos. La estructura de anilldZdeiene determi-
nada por la de grupo aditivo: el producto de dos enteyaincide con el raltiplo
dey con coeficiente:. Asi pues, la estructura de anillo @no &lade nada nuevo
a la de grupo. Esto es falso patga R y C en los que, obviamente, la estructura
multiplicativa no viene determinada por la aditiva.

2. Las congruencias @dulom, Z/Zm son un anillo conmutativo con la suma y el
producto que hemos definido en el tema 2.

3. ElconjuntoM (n) de las matrices x n sobreZ, Z /Zp, Q, R o C es un anillo, con
respecto a la adion y la multiplicacon ordinaria de matrices. No es conmutativo.
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4. Si A es un anillo conmutativo, el conjuntd|z,, ..., z,] de los polinomios em
indeterminadas con coeficientes m®s tambén un anillo conmutativo.

Definicion.—SeaA un anillo. Unaunidades un elemento que posee un &frico mul-
tiplicativo (a la izquierda y a la derecha), que llamarenmygrsa El conjunto de las
unidades ded es un grupo para el producto y se natar.

Un cuerpoes un anillo conmutativo tal que todo elemento distinto de &s una
unidad, i.e.A* = A — {0}.

Ejemplos.—Algunos casos sencillos de unidades.

1. Las unidades d& sonl, —1.

2. Las unidades d&/Zn son los elementos + Zn tales que mcgh, n) = 1.

3. Los anillosQ, R, C son cuerpos. El anilld/Zn lo es si y $lo sin es primo.

4. El grupo de las unidades del aniM (n, k) conk = Q, R 06 C es GlUn, k).
Observacibn.— A partir de ahora&lo trabajaremos con anillos conmutativos.i pges,
la palabraanillo’ significara siempre anillo conmutativo.

Definicion.—SeaA un anillo. Un elementa € A se llamaa undivisor de cercsi y lo
si es distinto de cero y exisiec A, y # 0, tal quezy = 0. Un anillo sin divisores de
cero se llama udominio de integridad

Un elementar € A se llamaa nilpotentesi es distinto de cero y existe un entero
n > 0 tal quez™ = 0.

Observacbn.— En un dominio de integridad se da la propiedad cancelativabppro-
ducto de elementos no nulos:

a#0,ab=ac=b=c.
lo cual hace que estos anillos sean particularmed®odos a la hora de hacealculos.
Ejemplos.—Divisores de cero y elementos nilpotentes.

1. Las unidades no son divisores de cero, ya queesi ambas cosas exigtiny, z €
A, conz # O tales queyr = 1y zz = 0, de donde

z=1-2=yzz=y-0=0.

Asi, todo cuerpo es un dominio de integridad.
2. Z es un dominio de integridad.

3. El anillo Z/Z4 no es un dominio de integridad. El element@s nilpotente en
Z/Z4.

4. Todos los elementos no nulos A¢Zn son unidades o divisores de cero, pero esto
no es cierto en todos los anillos (no lo es, por ejempld, erenk|x]).
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5.2. Anillos (Il): Ideales.

El concepto equivalente a subgrupo para anillos no es, cami@apesperarse, el de sub-
anillo. En efecto, sik C A son dos anillos (con las mismas operaciones) no se puede
definir, en general, una estructura coherente de anillo grupb cocientel/R.

A mediados del siglo XX, Dedekind buscaba una generaliwede la factorizaén
Unica en primos que se tiene Brpara unos anillos denominadasillos de enteros alge-
braicos Estos anillos, que contienerCay eséin contenidos e@, no verifican en general
gue exista una factorizam Unica en elementos irreducibles. Por ello, Dedekind pens
sustituir la factorizadin tradicional, en producto de elementos del anillo, porantepto
gue denomialementos ideale€onviene destacar que la idea original ya la tuvo Kummer
algunos &os antes, buscando la demostbadaiel Teorema de Fermat.

Sin embargo, para mantener las propiedades de la divigilitradicional, Dedekind
pen® que sus elementos ideales @abverificar las propiedades&agas a la divisibili-
dad. Esto es:

1. Sialby alc, entonces|(b + c).
2. Sia

b, entonces|bc, para toda-.

El resultado de esta maiica idea fue el concepto que hoy denominardes! de un
anillo.
Definiciobn.—SeaA un anillo. Unidealde A es un subconjuntd de A que verifica:

1. I es un subgrupo del grupo aditivo de

2. Paratoda € I , x € A setienera € I.

Observacbn.—Seal C A un ideal deA. Se tiene:
1. Sil contiene una unidad, entonces- A.
2. A es un cuerpo si y&o si susinicos ideales sof0} y A.

3. Los ideales d& y los subgrupos son la misma cosa, pues la estructura ncdtipl
tiva viene determinada por la aditiva. El apartado antgnoeba entonces de nuevo
queZ/Zn es un anillo.

Observacbn.— En realidad no hace falta comprobar gliees un subgrupo aditivo.
Para ver sil es ideal es suficiente probar (comparar con las propiedadgeduscaba
Dedekind):

1. Sia,b € I, entonces+0b € I.

2. Sia e lyce A, entoncesic € 1.
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Asombrosamente, el concepto de Dedekind es precisameqte glermite dotar de
estructura de anillo a los cocientes.

Proposicion.—El grupo cociented /I admite una estructura camica de anillo.
Demostracbn.—En efecto, basta ver que larmula

(a+1)b+I)=ab+1
define una operagh enA/ 1.
Sia+I=d+I1yb+I=bV+1esa—d €l,yb—0V €1.Asi
ab—ad'bt =ab—ab +ab —dV =alb-V)+ (a—d )b €1,
lo que prueba nuestro aserto. Q.£.D.

Definicion.- SeanA, B anillos, f : A — B una aplicadn. Se dia quef es unhomo-
morfismode anillos si verifica:

1. Paracualesquieray € A,esf(z+y) = f(z) + f(y).
2. Paracualesquieray € A, esf(zy) = f(z)f(y).
3. f(1)=1.

Un homomorfismo biyectivo se llama isomorfismoy los anillos entre los cuales se
puede establecer un isomorfismo se llaman anillos isomorfos

Proposicion.—Seaf : A — B un homomorfismo de anillos. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. El conjunto
ker(f) = {a € A| f(a) = 0}
es unideal del, y f es inyectivo siy 8lo siker(f) = {0}.

2. Siu € A es una unidad, entoncgsu) es una unidad eB. En particular cualquier
homomorfismo (de anillos) entre cuerpos es inyectivo.

3. El conjunto
im(f) ={be B|dJa€ A, f(a) =}

es un subanillo d& (esto es, un anillo dentro de, con las mismas operaciones).

Primer teorema de isomoria.—Seaf : A — B un morfismo de anillos. Entonces
A/ ker(f) es isomorfo a imf).

Segundo teorema de isomoté.—SeaA un anillo,/ € Aunideal, yB C A un subanillo.
EntoncesB + 1 ={b+a:b € B,a € I} es un subanillo de, / es un ideal d&3 + 1,
B NI esunideal d&, y existe un isomorfismo de anillos

(B+1)/1=B/(BNI).

Tercer teorema de isomorfa.— SeaA un anillo y sear/, J ideales ded conI C J.
Entonces//I esunidealdel/Iy A/J esisomorfo dA/I)/(J/I).
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Demostracbn.—Las tres demostraciones sorafogas a las hechas en el tema anterior
para homomorfismos de grupos. Q.ED..

Hay que tener cuidado, porque no todas las propiedades dwmosmorfismos de
grupos se ampn directamente a los homomorfismo de anillos.

Proposicion.—Seaf :— B un homomorfismo de anillos.
1. SiI C Aesunidealf(I) noes, en general, un ideal d&
2. Sil C Aesunideal yf es sobreyectivaf(/) es un ideal des.
3. SiJ C Besunidealf (/) es unideal del.

Demostracbn.—Un contraejemplo sencillo para el primer apartado lo dadhusibn
i:Z — Q, dado que(Z) no es un ideal e (al ser cuerpo,&o {0} y Q lo son).

En cuando al caso en gifesea sobreyectiva, tomembs b, € f(I). Entonces ten-
emosay, ay € [ tales quef(a;) = b; parai = 1,2y, en ese caso

by + by = far) + f(az) = flar +ag) € f(I).

Notemos que no hemos usado la sobreyectividag den. Ahora, si tomamos un
y € B cualquiera tenemos que debe existire A con f(z) = y y entonces

ybr = f(x)f(ar) = f(zar) € f(I).

Para demostrar la tercera propiedad, tomemos, € f~'(I). Entoncesf(a;) € I,
parai = 1,2,y
flar + az) = f(ar) + flaz) € 1,
luegoa, + a, € f~1(I). Por otra parte, si € A tenemos que

f(zar) = f(z)f(a1) € 1,
de dondera, € f~'(I) y hemos terminado. Q.£D.

5.3. Cuerpo de fracciones. Caractastica.

Terminamos el desarrolloGeco con dos conceptos importantes: el cuerpo de fracsjone
gue permite construir un cuerpo a partir de un dominio deyirdad, y la caractéstica,
gue es un elemento crucial a la hora de clasificar cuerpos.

Observacibn.—SeaA un dominio de integridad y llamemos” = A\ {0}. Consideremos
la relacbn binaria~ definida enA x A* por

(a,b) ~ (a',V) < ab = d'b.

Es facil verificar que~ es una rela@n de equivalencia. Llamama@g A) al conjunto
cociente{A x A’)/ ~, y los elementos d@(A) los notaremos com$, representando Bs
la clase de equivalencia de, b).
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Se tienen las siguientes operaciones definidag(eh:

Suma:s + < = ad + be
b d bd
a C ac
P - ==
roducto D = b

Proposicion.— Las operaciones &8t bien definidas, esto es, @ = a'by c¢d = dd,
entonces
ad+bc  a'd +V'c ac _a'd
bd —  bd bd — bd’

Proposicion.—Q(A) es un cuerpo, denominado cuerpo de cocientes o fraccionés de

Proposicion.—SeaA un dominio de integridad §(A) su cuerpo de fracciones. Se veri-
fica:

1. Laaplicacbny : A — Q(A) definida porp(a) = ¢ es un homomorfismo inyectivo
de anillos.

2. (Propiedad universal d&)(A)) Si K es un cuerpo cualquiera, todo homomorfismo
inyectivo de anillog) : A — K factoriza pory, es decir, existe uainico homo-
morfismo de anillo® : Q(A) — K que hace conmutativo el siguiente diagrama:

3. Si L es un cuerpo que verifica la propiedad anteriociel), entonced. es iso-
morfo a@Q(A).

Se tiene, por tanto, que(A) es el menor cuerpo que contiene a un dominio de inte-
gridad isomorfo a4, salvo isomorfismo. Dicho de otro modo, todo cuerpo que eosti
a un dominio isomorfo al, contiene taml&n a un cuerpo isomorfo@(A).

Demostracbn.—El primer apartado es trivial. Para el segundo, definifmosediante
la expresbn

@ (%) = vl@u) .

Hay que verificar qué esh bien definida:

!/

LoD = = db = wla)l) = G)0) = Gapb) ! = v()pE)
(6]

lo cual prueba que lo est Tambén tenemos que ver que es un homomorfismo de anillos:
a a\ abtl +a'b\ . nel
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= vl + vy o (7) v ).

y aralogamente conserva el producto y el elemento unidad. Sproeiva &cilmente que
® hace conmutativo el diagrama, y de hecho dsli@a definicbn posible para que esto
se cumpla, puesto que:

()= (2= (2) 0 (2) = =ionir

Veamos pokltimo la unicidad del cuerpo de fracciones. Sean cuerpo verificando
la propiedad universal, cay : A — L. TomandoK = Q(A), existey’ : L — Q(A) tal
quep = ¢'y’.

Aplicando 2) ak’ = Ly ¢/, se tiene que’ = ®p. De ambas, se tiene = ¢'dp.
Pero aplicando 2) & = Q(A) y ¢, se tiene qu@’® y la identidad hacen conmutativo el
correspondiente diagrama; por la unicidad se tiene que

'P =id.
Analogamente se tiene qded’ = id, luego® es el isomorfismo buscado. Q.£.D.

Observacbn.—Seak un cuerpo. Todo homomorfismo de anillpgle Z en K, lleva el
elemento unidad d& en el elemento unidad d&. Esto define uivocamente &. Por
tanto existe urinico homomorfismo de anillasdeZ en K.

Si el homomorfisma deZ en K es inyectivo, se tiene quE contiene a su cuerpo
de fraccione€). En ese caso diremos qiéiees un cuerpo dearacteiistica cero

Los cuerpoq), Ry C son de caractéstica cero, puesto que contiened.aAdemas
todo subcuerpd deC es de caractestica cero. En otro caso el homomorfispoZ —
K no inyectivo se extiende @, contradicobn. Por tanto, todo subcuerpo @econtiene

aqQ.

Si o por el contrario no es inyectivéer () es un idealp, conp > 0. Por el primer
teorema de isomdid Z/Zp es isomorfo a un subanillo d€, luego no tiene divisores de
cero. As Z/Zp es un dominio de integridad, o equivalentemente un cuerpdeyas, p
es un rmero primo. Diremos entonces géees un cuerpo dearacteiisticap. En ese
caso se verifica quer = 0, para cada € K.

El ejemplo nas simple de cuerpo de caratséicap es, obviamente, el proplb/Zp.
De hecho, dar otro ejemplo no trivial es complejo y corresigoa los objetivos de la
asignatur@&structuras Algebraicas

5.4. Eplogo: El problema de la factorizacbn.

Finalizamos el contenidodeico de este curso presentando un problema ya mencionado,
gue esperamos que sirva como motigacpara el alumno, al que le presentaremos un
problema completamente natural pero que necésitanas desarrollo t&rico para abor-

dar. Es el problema de la factorizanien elementos irreducibles.
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Definicion.—SeaA un anillo. Diremos que € A es un elemento irreducible cuando no
es una unidady, si = ab, se tiene forzosamente que b son necesariamente unidades.

Observacbn.— Los elementos irreducibles éhson, obviamente, losimeros primos,
mientras que los elementos irreducibleskdle] son, precisamente, los polinomios irre-
ducibles (de ahsu nombre).

Ejemplo.—Consideremos el elemen{d-5 € C. Vamos a formar un anillo con su ayuda,
concretamente
R=12[V=5|={a+bv/=5|abe Z}.

Es muy sencillo comprobar que, con la suma y el producto aletsi(heredados de,
por ejemplo),k es un anillo. Asmismo, podemos quedarnos con el concepto de norma,
proveniente del ddulo de un amero complejo:

N(a +bv/=5) = (a + bv/=5)(a — bv/—5) = a* + 5b°.

0, escrito en notadbn complejaN(z) = = 7.
Observacbn.—No es complicado de ver que la norma verifica las siguientgsgaades:

1. N:R— N.

2. N es una aplicadin multiplicativa, esto ed/(xy) = N(z)N(y).

La norma puede ayudarnos a entendena son los elementos de un anillo de este
tipo.
Proposicion.—Se verifican las siguientes propiedades:

1. x € Resunaunidad si y&do si N(X) = £1.

2. x ey son asociados siyYo® x|y y N(z) = N(y).

3. SiN(z) es primo, entonceses irreducible.
Demostracbn.—Siz € R es unidad, entonces exigtec R tal quexy = 1, de donde
N(zy) = N(z)N(y) = N(1) =1,

y por tanto,N (z) = £1. Al revés, siN(z) = £1 construimos exptitamente un inverso

dex = a + by/—5,

La segunda afirma@h se sigue directamente de la primera (y de la definide
elementos asociados).

Ahora, siN(z) es primo yz = ab, entoncesN (x) = N(a)N(b), por lo que bien
N(a), bien N(b), por ser enteros, han de set y por tanto, bier:, bienb son unidad.
Q.E.D.

Fijéemonos entonces edmo podramos factorizar elementos éh Obviamente, la
demostra@n de que existe una factorizani en producto de irreducibles sigue siendo
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valida. En efecto, partimos dey, si es irreducible, hemos terminado y si no es producto
de dos elementos de norma estrictamente menor, lo que noggaplicar la inducdn.

Sin embargo, lo que no éstan claro es que la factorizaaien irreducibles saaica.
Por ejemplo, podemos escribir

6=2-3=(1+v=5)-(1-V-5).
Claramente no sola mismafactorizacon porque
N@)=4, N@B)=9, N(1+£V-5)=6,

de forma que los factores que hemos encontrado no son agscith a$, bien podra
haber alguna factoriza@m mas detallada, o sea, élg irreduciblep que dividiese, por
ejemplo, @2y al + /5. Perop no puede ser entero, porgRes primo, y no puede
tener parte compleja, porque entondé®) > 5 luego no puede dividir a.

Por tanto, independientemente de,sl y 1+ +/—5 son o no irreducibles, las descom-
posiciones anteriores nos llegara dos factorizaciones distintas.

Definicion.—Un anillo A, sin divisores de cero, en el cual todo elemento se puedemiesc
poner de maneranica (salvo unidadaes) como producto de irreducibles sendima un
dominio de factorizaéin Gnica(abreviadamente DFU).

En general el problema de determinar si un anillo posee oatorfaacbn Gnica no
es sencillo, aunque sabemos algunos ejemplos muy espgeciale

Proposicion.—SeaA un anillo en el que todo ideal puede ser generado poblmede-
mento (estos anillos se llamaominios de ideales principal@sDIP). Entoncesi es un
DFU.

Demostracbn.—La demostradin no es complicada, perown poco larga. Los pasos
son los siguientes:

1. Primero demostramos que/es un DIP, entonces toda cadena de ideales creciente
Lcl,c..cl,C..
es estacionaria, esto es, existerun N tal quel, = I, para todos > n.

2. Utilizando esto, demostramos que todo elemento se desswren factores irre-
ducibles de manera finita.

3. Dados dos elementasy € A, como existel tal que(z,y) = (d), probamos que
un tald esunmaximo conun divisor der ey. Y probamos el Teorema de Euclides:
sip es un irreducible tal quglzy pero mcdp, =) = 1, entoncep|y.

4. Finalmente, probamos que el Teorema de Euclides es é&niwa la unicidad de
la factorizacdn. Q.£.D.
Definicion.—SeaA un dominio tal que existe una fuldciy : A — NU{0} verificando:
1. Para cualesquierac A,y € A\ {0}, existe unosinicosq, r € A tales que

a=qb+r, conu(r) < u(b).
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2. la) =0 <= a=0.

A este procedimiento se le llanddvision eucideade A y, en estas condicioned, se
denomina urdominio eudideo(abreviadamente DE).

Observacibn.—Z y k[x] son DE, como hemos visto durante el curso, tomando respectiv
mente,u = | - | y u =gradot1. Pero muy pocos anillos lo son, en realidad. Por ejemplo
k[x,y] no lo es, como veremos ahora.

Proposicion.—Un DE es un DIP (y, por tanto, un DFU).
Demostracbn.—La demostradn consiste en, dado un ideigltomard € I tal que

p(d) = min {p(x) |z € I},

y probar (no es complicado) que= (d). Q.ED.

Ejemplo.— El anillo k[z, y] no es un DE porque no es un DIP, como se puede ver con-
siderandqz, y).

En la construcén de DFU, curiosamente, los DE juegan un papel destacaamagr
al resultado siguiente, con el que terminamos esta®@ecci

Teorema.—SeaA un DFU. Entoncesl[z| también es un DFU.

Demostracbn.— Comenzamos por definir, como hicimos en el tema 4, el contenido
de un polinomio como el mcd de sus coeficientes. A partir dé@efinimos el concepto
de polinomio primitivo (exactamente igual) y probamos que

c(fg) = c(f)elg),

ad como el Lema de Gauss (el producto de polinomios primite®$primitivo). Con
esto, dado un polinomio primitiv(z) € Alz| lo factorizamos er)(A)[z] en producto
de irreducibles, cosa que podemos hacer po€ué)[z| es un DE y por tanto un DFU:

f(@) = pi(@)..pp(2),
y extraemos un mcm de los denominadores que aparecen ectlm®fa para escribir

£(@) = —ar(2)-- (o),

conm € Ay ¢(z), ..., ¢.(x) irreducibles eM[z]. Ahora bien, por sef(z) primitivo se
tiene que ha de ser = 1, luegop;(z) = ¢;(z) paracada =1, ..., r.

Con esto aseguramos la factorizagimientras que la unicidad viene dada porque dos
factorizaciones distintas efiz] inducen dos factorizaciones distintas@p)[z], lo cual
es imposible por sep(A)[z] un DFU. Q.£.D.

Continuaa...
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